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264. Rozstrzygnac zbiezno$¢ szeregu

& Sy

= 8n*—3n3+5

w zaleznosci od parametru naturalnego k.

Rozwigzanie:

Szacujemy dany w zadaniu szereg od gory

2 \/8nk+yn—4 2 \8nF+nk—0 32 1
> 1_93 <X 1_9.4 =z 1-k/2 "
o dnt=3n°4+5 [ 8n*=3n*+0  H.5n
Ostatni szereg jest zbiezny, gdy 4 —k/2 > 1, czyli k < 6. Zatem na mocy kryterium po-
rownawczego wyjsciowy szereg jest zbiezny dla k < 5.

Szacowanie z dotu prowadzi do

© \/8nF4y/n—4 X VE8nF+0—4nk 2 X 1
> == -
nZ::l 8n*—3n3+5 nz::l 8nt—0+5nt 13 /= nik/2

Ostatni szereg jest rozbiezny, gdy 4 —k/2 <1, czyli k> 6. Zatem na mocy kryterium
porownawczego wyjsciowy szereg jest rozbiezny dla k > 6.

Odpowiedz: Szereg jest zbiezny dla k <5, a rozbiezny dla k > 6.

265. Rozstrzygnac zbieznosé szeregdw

00 nk+1 0 nk+1 +1
nz::l Tyl ores nz::l Tl

dla tak dobranej wartosci parametru naturalnego k, ze doktadnie jeden z tych szeregdéw
jest zbiezny.
Rozwigzanie:

Przyjmiemy k=11 i zastosujemy kryterium poréwnawcze, szacujac pierwszy szereg od
gory, a drugi od dotu.

o T _

n=1 n=1
00 12+1 00 12+O 121
S Y =Y =0
n=1 n7+1 n=1 n7+n7 2n:1n

Odpowiedz: Dla k=11 pierwszy szereg jest zbiezny, a drugi rozbiezny.

266. Ciag (a,) o wyrazach rzeczywistych spelnia dla kazdej liczby naturalnej n nie-
réwnosé )
|y — ani1| < —.
n
Rozstrzygnaé, czy stad wynika, ze ciag (a,) jest zbiezny.
Rozwigzanie:

Odpowiedz: Nie wynika.
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Rozwazmy bowiem cigg sum czedciowych szeregu harmonicznego

i 1
ap=>Y —.
"ok
Wowcezas dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
| | 1 < 1
ap—a =—— <=
e

a przy tym ciag (a,) jest rozbiezny.

267. Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne § a, o0 wyrazach dodat-
n=1

nich spehiajace warunek

00 [eS)
dan=>a,=9
n=1 n=1

Rozwigzanie:
Niech ¢ bedzie ilorazem szeregu geometrycznego Z a,. Wowcezas dodatniosé¢ wyrazoéw

1 zbieznos¢ szeregu pociagaja nieréwnosci a; >0 oraz 0 <q<1, awyrazy szeregu wyrazaja
sie wzorem a, = a;¢q"!. Ponadto ze wzoru na sume szeregu geometrycznego

n = —
l—q
Poniewaz wyrazy szeregu

o0
> a,
n=1
wyrazaja sie wzorem
2 __ 2 (. 2\ 1
a, =aj - (q ) ,

szereg ten jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a? i ilorazie ¢?. Wobec

tego
a?

o0
n=1 q
Zatem warunki podane w tredci zadania przyjmuja postac
2
al o al
l—q 1—¢?
co po przeksztatceniu prowadzi do uktadu rownan

{a1 = 9(1—q)

=9,

ai = 9-(1-q)-(1+q)
Podstawienie a1 =9- (1 —¢) do drugiego réwnania daje
81-(1—¢)*=9-(1—q)-(1+q),
skad po uwzglednieniu ¢#1 i podzieleniu obustronnie przez 9-(1—gq) otrzymujemy kolejno
9—-9g=q+1,
q=4/5, a;=9/5.
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Odpowiedz: Jedynym szeregiem geometrycznym spetniajacym warunki zadania jest
szereg
9. 4n—1

AT

268. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

[e.9] o0
> a,=4  oraz S a2 =8.
n=1 n=1

Rozwigzanie:

Spréobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wlasnosciach.

W tym celu zalézmy, ze a,, = cq" !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wowcezas

oo o0 c
Z a, = Z an,1 —
n=1 n=1 11— q
oraz
a,=) c°(q =—,
n=1 n=1 11— q2
co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan
c _ 4
l—q
2
c _—
1—¢?
czyli
c = 4l-q)
= 8(1-¢%.
Dzielac drugie réwnanie przez pierwsze otrzymujemy
c=2+2q,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania daje kolejno
2+2q=4—4q,
6g=2,
1
q= 3 )
skad
2 8
c=242¢=24+-=-—.
1=27373
Otrzymane rozwiazanie ¢ =1/3, c=8/3 prowadzi do
an=cq" ' = 8
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Odpowiedz: Przykladem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
> 8

n=1 3n

269. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

Sa,=3 oraz > (-1)"ta,=1.
n=1 n=1

Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.
W tym celu zalézmy, ze a, = aq™ ', pamictajac, aby a >0 oraz 0 < ¢ < 1. Wowczas

00 ) - a
Ay = aq =
nzzjl nzzzl l—q
oraz o o
-1 n+1an: a_qnflz a ’
2. (=1) 2 (=) =

co prowadzi do uktadu réwnan

a=3(1-q)
a=1+q
majacego rozwiazanie g =1/2, a=3/2.
Odpowiedz: Przykitadem szeregu speliajacego warunki zadania jest szereg
3
n=1 2n .

270. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o0 2 o
(Z an) =2-YaZ.
n=1 n=1
Dla podanego przyktadu wyznaczy¢ wartosci sum szeregéw wystepujacych w powyzszym
rOwnaniu i sprawdzié, ze jest ono spetnione.

Rozwigzanie:

Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.
W tym celu zalézmy, ze a,, = c-¢" !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wéwcezas

n—
Yo=Y e te
n=1 n=1 —q
oraz )
o oo
Z a’n - c - (q ) - 1 9
n=1 n=1 —q

co w polaczeniu z warunkiem podanym w treéci zadania prowadzi do rownania

c V', &
1—¢q 1—¢?
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czyli
c? B 2-c2
(1-q¢)?* 1-¢*
Przeksztatcanie powyzszego réwnania prowadzi kolejno do:
c? B 2.c?
(1-g? (1-q)(l+q)’
1+¢=2-(1-q),
1+q=2-2¢q,
3¢=1,
q=1/3.

Widzimy wiec, ze w przypadku szeregu geometrycznego, podany w zadaniu warunek
jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy iloraz szeregu jest réwny 1/3.
Mozemy wiec przyjac

co prowadzi do
o oo 1
2 0= 2 g

oraz
1

1
19 T8

||M8

> a2 =
n=1
Wowcezas podane w tresci zadania r()wnanle przyjmuje postac
1\* 5.1
-+
jest wiec spelione — kazda z jego stron jest réwna 1/4.

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg

L

271. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze

Z Ap = Z ApQn41 =

Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zatézmy, Ze a,, = cq" !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < ¢ < 1. Wowcezas

[ee] o0 n_l c
Ay = cq =
nz=:1 ngl I—gq
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oraz 9
Lo =2 ca(d) =g

co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan
c

=6
l—q
2
c
9 _ 6.
1—q?
czyli
{ c=6(1—q)
Fq=6(1—¢% .
Dzielac drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy
cg=1+q,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania przemnozonego przez q daje kolejno
1+¢=06q—6q,
6¢> —5q+1=0,
5+l
q - 12 )
skad
q=1/3, c=4
lub

qg=1/2, c=3.

Otrzymane rozwigzania prowadza odpowiednio do

_ n—1 __ 4 _ n—1 __ 3
an=cq" " =gy oraz ap=cq =g
Odpowiedz: Przykladem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg

> 3
nzzzl on—1 :

272. Poda¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

00 00 4
Z Ap = Z (an+an+1)2 = g .
n=1 n=1

Rozwigzanie:
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu zatézmy, Ze a,, = cq" !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < ¢ < 1. Wowcezas

o0 o0 n_l c
ay, = cq = —
nz=:1 ngl I—gq
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oraz

00 e’} 2 2
2_ 2 2 2"*1_0'(1‘“])
Z (o =2 At () =
co po uwzglednieniu warunkéw zadania oraz prowadzi do uktadu réwnan
c 4
1—gq 3
- (1+¢)° 4
1—¢q? 3’
czyli

{ 3c=4(1—q)
3¢-(14q)=4(1—q) .

Dzielgc drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy

c-(14+q)=1,
co po podstawieniu do pierwszego réwnania przemnozonego przez 14¢q daje kolejno

3=4-(1-¢%),

3/4=1-¢,
¢*=1/4,
skad
qg=1/2, c=1/(1+q)=2/3.

Otrzymane rozwiazanie prowadzi do
1

32n2

Odpowiedz: Przykladem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
o1

T

n=1

n=cq""

273. Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne Z a, o0 wyrazach dodat-

n=1

nich spehiajace warunek
oo oo [e.9]
S a,=3-3 al=15- al.
n=1 n=1 n=1
Rozwigzanie:

o0
Niech ¢ bedzie ilorazem szeregu geometrycznego 3. a,. Wéwczas dodatnios¢ wyrazow
n=1

i zbiezno$¢ szeregu pociggaja nierownosci a; >0 oraz 0< g <1, a wyrazy szeregu wyrazaja
sie wzorem a,, = a;¢q"!. Ponadto ze wzoru na sume szeregu geometrycznego

)
> an =
n=1

1—q°
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Poniewaz wyrazy szeregow
— 2 S
Sa? oraz o al
n=1 n=1
wyrazaja si¢ odpowiednio wzorami
2 _ 2 ( 2\"1 4 _ 4 ( a\"1
an—a1-<q> oraz an—a1-<q> ,

szeregi te sg szeregami geometrycznymi o ilorazach odpowiednio ¢? oraz ¢*. Wobec tego

00 2 00 4
a a
> al=— oraz ay="—-.
n=1 1— q n=1 - q
Zatem warunek podany w tresci zadania przyjmuje postac
2 4
a a a
L=3. L —15. 1
l1—q 1—g? 1—g*
co prowadzi do uktadu réwnan
aq — 3. CL%
1—gq 1—¢?
a? aj
1L _ 5. %
1—q2 1— g
réwnowaznego (po uproszczeniu) uktadowi
1+ q = 3- aq
1+¢* = 5-af

7 pierwszego rownania otrzymujemy ¢=3a; —1, co po podstawieniu do réwnania drugiego
daje
1+ (3a; —1)* =502,

czyli kolejno
1+9a% —6a; +1=5a7,

4a3 —6a, +2=0,
207 —3a; +1=0,

co jest spetione przez a; =1 oraz a; =1/2, prowadzace odpowiednio do ¢=2 oraz ¢=1/2.
Pierwsze z tych rozwiazan odrzucamy, gdyz nie spetnia ono nieréwnosci ¢ < 1.

Odpowiedz: Jedynym szeregiem geometrycznym spekliajgcym warunki zadania jest
szereg

274. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach dodatnich, ze
n=1

o0 o0

> a, =20, — =8 oraz —=5.
n=1
Rozwigzanie:
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Spréobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wlasnosciach.

W tym celu zalézmy, ze a,, = c-¢" !, pamietajac, aby ¢ >0 oraz 0 < g < 1. Wowcezas
o0

Ap = Z C'qnil = ‘
n=1 n=1 —q
< a, X c¢ [q\"! c/2 c
§=§:§(§ T1-¢/2 2-
n=1 n=1 Q/ q
oraz
Xy X cC (q)n—l_ c/3 ¢
n:l?)n n:l3 3 1_Q/3 S_Q’
co w potaczeniu z warunkami podanymi w tresci zadania prowadzi do uktadu réwnan
c
=20
l—q
c
- 3
2—q
c

3—q

Po przemnozeniu réwnan przez mianowniki wystepujace po lewej stronie otrzymujemy
c=20—20q

c=16—8q

c=15—"5¢q
Odjecie stronami od pierwszych dwoch réwnan trzeciego réwnania daje

0="5—15¢
0=1-3g

c=15—5¢q
Stad dostajemy rozwiazanie ¢ =1/3, c=40/3.

> 40

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spehiajacego warunki zadania jest szereg
n=1 3n '

[e.9]

275. Dany jest zbiezny szereg geometryczny % a, o sumie S. Wiadomo, ze
n=1

S (=D"a,=T.

n=1

o0
Wyznaczy¢ sume szeregu 3. a2 w zaleznosci od S'i T
n=1
Rozwigzanie:

Skorzystamy z nastepujacego wzoru na sume zbieznego szeregu geometrycznego % n
n=1
o ilorazie ¢, gdzie |q| < 1:

00 a;

a, = .
nZ::1 1—gq
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Jezeli dany w zadaniu szereg geometryczny n%; a, ma iloraz ¢, to dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzi réwnosé¢ a,, = a;-¢" . W konsekwencji
(=D)"ap=(=1)"-a1-¢""" = (~ar)-(—¢)" "
Zatem szereg n§1(—1)”an jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie —aq i ilo-

razie —q. Mamy wiec
—a —a

S (~1)a,

n=1 _-1__C_Q)__1%_q.

= (o) = () ()"
2

[e.e]
skad wynika, ze szereg Y. a2 jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a’
n=1

Podobnie

i ilorazie ¢%. Po uwzglednieniu zalozen

%) a 00 —ay
an = = oraz (—=)"a, = =
nzz:l l—q ngl l+q

otrzymujemy
a? a, a,  —a

= : =— : =-5T.
—¢> 1—q 1+¢ 1—q 1+g¢q

9]
> ay=
n=1 1

Odpowiedz: Suma szeregu % a? jest rowna —ST.
n=1

276. Podac¢ przyktad takiego szeregu zbieznego § an, ze dla dowolnej liczby natu-
n=1

ralnej n > 2 wyraz a,, jest dodatni, a ponadto
> a,=1 oraz > |a,|=13.
n=1 n=1

Rozwigzanie:

Gdyby szereg % a, miat wszystkie wyrazy nieujemne, zachodzitaby réwnos¢
n=1

o0 o
dYoan=7_ |an|,
n=1 n=1
co przeczy warunkom zadania. Stad wynika, ze wyraz a; jest ujemny jako jedyny, ktorego
dodatnios¢ nie jest wymuszona zatozeniami podanymi w tresci zadania.
Niech S = %2 a,. Wowczas
=

da,=a;+8

n=1

oraz
00
§:|QN|:“_Q1%_S’
n=1
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skad
CL1‘|—S:1
—CL1+S:13,

co prowadzi do a; = —6 oraz S =71.

To pozwala opisa¢ wszystkie szeregi spelniajace warunki zadania: pierwszy wyraz
musi by¢ rowny —6, a pozostate wyrazy musza by¢ dodanie i mie¢ sume 7. Jednak
polecenie zadania wymaga podania przyktadu, wiec w rozwigzaniu musimy wskazaé jakis
konkretny szereg.

Wychodzac od réwnosci

© 1 1
> =3
n=2 2n 2
otrzymujemy
> 14
=
n=2 2
., 1
co pozwala przyja¢ a; = —6 oraz a, = on dla n> 2.

Odpowiedz: Przyktadem szeregu spetniajacego warunki zadania jest szereg
> an,
n=1

gdzie
14

ap=-—6 oraz an:2—n dla n>2.

277. Skonstruowaé przyktad takiego szeregu zbieznego § a, o wyrazach rzeczywi-
n=1

(e8] o
stych, ze szeregi Y. a? oraz Y. al sa zbiezne, a ponadto zachodza réwnosci
n=1 n=1

[e.o] [e.°] o0
Sa,=5 oraz Y. a2=>Y al.
n=1 n=1 n=1

Rozwigzanie:

Sposob I (dla mitosnikéw bezmysinych rachunkéw)
Sprobujemy znalezé szereg geometryczny o zadanych wtasnosciach.

W tym celu rozwazmy szereg geometryczny o pierwszym wyrazie c¢# 0 i ilorazie ¢#0,
pamigtajac, aby |¢| <1. Wowcezas a,, =cq™ ™!, a ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
otrzymujemy

an=> cq" = ,
n=1 n=1 1_q
o] o) 2
ai: 02 q2 n—1: C
712::1 71§::1 ( ) 1—¢?
oraz 4
s 4 0 4/ 4 nfl_ C
N
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co po uwzglednieniu warunkéw zadania prowadzi do uktadu réwnan

c =5
1—qg
c? ct
-2 1—g¢*’
co kolejno prowadzi do:
c = H—Hq
c? c2-c?
1-¢2  (1-¢*)-(1+¢?)’
c = b—5q
2
e
c = H—95q
I+¢* = ¢,

Pierwsze réwnanie daje zaleznosé ¢ od ¢q. Podstawiajac te zalezno$é¢ do drugiego row-
nania otrzymujemy kolejno:
¢ +1=25¢>—50q+25,
24¢*> =500 +24=0,
12¢> —25¢+12=0,
| 25+4/252—4.12.12  25++/252 247 254 /(25-24)-(25+24)
= 24 - 24 - 24 -
254449 25+7
24 24
Uwzgledniajac nieréwnosé |g| < 1 odrzucamy rozwiazanie ¢ =32/24=4/3 > 1 i rozpatru-
jemy q=18/24=3/4. Ostatecznie
q=3/4, c¢=5/4.

Otrzymane rozwiazanie prowadzi do
L1 5 (3)”1 5.3n1

4 \4 4n
Odpowiedz: Przyktadem szeregu spehiajacego warunki zadania jest szereg
> 5. 3n—1
n=1 4n .

Sposob II (dla myslacych i vwaznie czytajacych zalozenia)
Przyjmijmy a, =1 dla n <5 oraz a, =0 dla n > 6. Woéwczas dla dowolnej liczby

naturalnej k otrzymujemy

S af =5,

n=1

skad wynika, ze podany szereg spelnia warunki zadania.
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