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180. Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a,) spelniajacych warunek
 Jan=1]< i

W kazdym z zadan 180.1-180.10 podaj odpowiedni kres zbioru.

180.1. sup{a;: (a,)eT}=2

180.2. inf{a;: (a,) €T}=0

180.3. sup{as: (a,)€T}=3/2

180.4. inf{ay: (a,) €T}=1/2

180.5. sup{as—as: (a,) €T}=5/6

180.6. inf{as—as: (a,) €T}=-5/6

180.7. sup{as—ag: (a,) €T}=1/2

180.8. inf{as—a¢: (a,) € T}=-1/2

180.9. sup{as+as+ag: (a,)€T}=4

180.10. inf{as+as+ag: (a,)€T}=2

181. Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a,) spelniajacych warunek
1 ' 1

YV lap,——| < —.

neN n n

W kazdym z zadan 181.1-181.10 podaj odpowiedni kres zbioru.

181.1. sup{a;: (a,) € T}=2

181.2. inf{a; : (a,) € T}=0

181.3. supfas: (a,) € T}=1

181.4. inf{ay: (a,) €T}=0

181.5. sup{az—as: (a,) €T}=1
181.6. inf{as—as: (a,) € T}=—-2/3
181.7. sup{as—ag: (a,) €T}=2/3
181.8. inf{as—ag: (a,) € T}=—1/3
181.9. sup{as+as+ag: (a,) €T}=2

181.10. inf{as+as+ag: (an,) €T}=0
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182. Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw zbieznych (a,) spetniajacych wa-

runek

Y |a,—6] <
neN

n—+1

W kazdym z zadan 182.1-182.10 podaj odpowiedni kres zbioru.

182.1. sup{a;: (a,) €T} =8
182.2. inf{a;: (a,)eT}=4

182.3. sup{as: (a,)€T}=7,5=15/2="72

182.4. inf{as: (a,)€T}=4,5=9/2=43

182.5. sup{a;—asy: (a,)€T}=3,5=7/2= 3%
182.6. inf{a;—ay: (a,)€T}=—-3,5=-7/2=—31

182.7. sup {7}@&%3 (a,) € T} =

7

182.8. inf{nlggoan: (an) e’ﬂ“}:5

182.9. sup {nh_)rgo (an—aq): (ay) € T} =3

}:—3

n—oo

182.10. inf{lim (an—a1): (ay) €T

183. W kazdym z zadan 183.1-183.6 podaj w postaci uproszczonej (np. liczby wy-
mierne musza by¢ zapisane w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego) kresy

zbioru.

Kres moze by¢ liczbg rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +oo = 0.

Niech T bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a,) spelniajacych warunek

1

YV |an —an| < —.
neN n

183.1. A={a;: (a,) €T}

infA=—o0 sup A=+oo
183.2. B={as—a;: (a,) €T}

inf B=-3/2 sup B=3/2
183.3. C={as—ay: (a,) €T}

infC'=-5/6 supC'=5/6
183.4. D={as—ay: (a,) €T}

infD=-11/6 supD=11/6
183.5. E= {(ag—a1)2: (an) GT}

inf£=0 supE=9/4
183.6. F={a3—a;: (a,) €T}

inf FF=—o0 sup [' =400

Lista 11R - 165 - Strony 164-169



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

184. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru
mn
Z={———:mneNy;.
{ 4m? +9n? }
Rozwigzanie:

Rozwiazanie zadania oprzemy na nastepujacych spostrzezeniach:
1° Wszystkie elementy zbioru Z sa dodatnie.

2° Istnieje ciagg o wyrazach ze zbioru Z zbiezny do zera.
Dla dowodu tego spostrzezenia wystarczy przyja¢ m =1 w wyrazeniu
mn
4m2+49n?
Otrzymamy wowczas .

lim —— = i 0
im ——=lim —— =
n—oo 4+9n2 n—oo 4. n—l _|_9n

3° Liczba 1/12 jest elementem zbioru Z.
Aby to zobaczy¢, wystaczy podstawi¢ m=3in=2w (©).

4° Kazdy element zbioru Z jest nie wiekszy od 1/12.
Istotnie, z nieréwnosci miedzy $redniag geometryczng i arytmetyczng liczb 4m? i 9n
otrzymujemy

2

2 2
1/4m2,9n2<47n;_9n’

co tatwo przeksztalcamy do postaci
mn 1
4m2+9n? " 12
Na podstawie spostrzezen 1° i 2° stwierdzamy, ze inf Z =0, a ze spostrzezen 3° i 4°
wynika sup Z =1/12.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny 0, a kres gorny 1/12.

185. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kres gérny zbioru

kmn
7 = k N} .
{8k3+27m3+125n3 e }

Rozwigzanie:

Z nieréwnodci miedzy érednig geometryczng i arytmetyczng zastosowanej do liczb 8k3,
27m?3, 125n3 otrzymujemy

8k +27m3 + 12503
YRS - 2TmB  125m8 < o0 ”;+ n
czyli
kmn 1

<
8k342Tm3 +125n3 ~ 90
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Zatem liczba 1/90 jest ograniczeniem gérnym zbioru Z. Wykazemy, ze jest to ogranicze-
nie najmniejsze. W tym celu przyjmijmy k=15, m =10 oraz n=6. Wowczas
kmn 900 1

83 +27m3+ 12513 27000+ 27000+27000 90
jest elementem zbioru Z.

Odpowiedz: Kres gorny zbioru Z jest réwny 1/90.

186. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru
{\/n2—|—5n+3—n: nEN} .

Rozwigzanie:
Przeksztatcajac wyrazenie definiujace dany w zadaniu zbior otrzymujemy:

2
5\ 5§ n2—|—5n+3—(n+§)
\/n2—|—5n+3—n—\/n2+5n—|—3—(n—l—>+— :
2) 2 Vn?+bn+3+(n+3)
25

n*4+5n+3-—n*-5m—2% 5 13/4
= 5 4+ - =— -
Vr245n+3+(n+3) 2 Vn?+5n+3+ (n+2)
7 otrzymanej postaci wynika, ze podane wyrazenie rosnie wraz z n, a przy n — oo dazy
do 5/2.

Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy odnotowaé, ze w ciggu rosngcym pierwszy
wyraz (tu rowny 2) jest najmniejszy, a kresem gérnym zbioru wyrazow jest granica
ciggu.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny 2, a kres gorny 5/2.

L5
-

L5
3

187. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru
{\/n2—|—5n+10—n: nEN} :

Rozwigzanie:

Przeksztatcajac wyrazenie definiujace dany w zadaniu zbiér otrzymujemy:
5 n2+sn+10—(n+3)" 5

)
\/n2—|—5n+10—n:\/n2+5n+10—<n+>+: 2o+ =
2) 2 VnP+bn+10+(n+3) 2
_n2+5n+10—n2—5n—@

5 15/4 5
V2 +5n+10+ (n+3) 2

V2 +5n+10+ (n+35) 2
7 otrzymanej postaci wynika, ze podane wyrazenie maleje wraz z n, a przy n — oo dazy
do 5/2.

Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy odnotowaé, ze w ciggu malejacym pierwszy
wyraz (tu rowny 3) jest najwiekszy, a kresem dolnym zbioru wyrazéw jest granica ciagu.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny 5/2, a kres gorny 3.
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188. Wyznaczy¢ (wraz z uzasadnieniem) kresy zbioru

1
{5m_3n : m,nEN} )

Rozwigzanie:

Kazdy dodatni element zbioru jest postaci 1/k, gdzie k=5"—3">0. Najwigkszy element
otrzymamy dla najmniejszej mozliwej dodatniej liczby k. Poniewaz liczba k jest catkowita
dodatnia i parzysta, musi zachodzi¢ k> 2. Zauwazmy przy tym, ze dla m=n=1 w istocie
k=2. Zatem liczba 1/2 jest najwiekszym elementem zbioru.

Podobnie, kazdy ujemny element zbioru jest postaci 1/k, gdzie k=5™—3" <0. Naj-
mniejszy element otrzymamy dla najwiekszej mozliwej ujemnej liczby k. Poniewaz licz-
ba k jest catkowita ujemna i parzysta, musi zachodzi¢ k< —2. Zauwazmy przy tym, ze dla
m=2, n=3 w istocie k =25—27=—2. Zatem liczba —1/2 jest najmniejszym elementem
zbioru.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny —1/2, a kres gorny 1/2.

189. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru
1
————:mneNy; .
{ m?2 —3n? }
Rozwigzanie:

Kazdy dodatni element zbioru jest postaci 1/k, gdzie k=m?—3n?>0. Najwickszy element
otrzymamy dla najmniejszej mozliwej dodatniej liczby k. Poniewaz liczba k jest catkowita
dodatnia, musi zachodzi¢ k> 1. Zauwazmy przy tym, ze dla m=21in=1 w istocie k=1.
Zatem liczba 1 jest najwiekszym elementem zbioru.

Podobnie, kazdy ujemny element zbioru jest postaci 1/k, gdzie k=m?—3n? <0.
Najmniejszy element otrzymamy dla najwickszej mozliwej ujemnej liczby k, czyli dla
ujemnej liczby k£ o najmniejszym module. Poniewaz liczba k jest calkowita ujemna, a
przy tym k# 2 ( (mod 3)), musi zachodzi¢ k# —1. W konsekwencji k < —2. Zauwazmy
ponadto, ze dla m =mn=1 otrzymujemy k= —2. Zatem liczba —1/2 jest najmniejszym
elementem zbioru.

W rozwigzaniu korzystamy z nastepujacego faktu: Kwadrat liczby catkowitej nigdy nie
daje przy dzieleniu przez 3 reszty 2. Na tej wlasnie podstawie wnioskujemy, ze

k=m?-3n*>=m*#2((mod 3)).

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny —1/2, a kres gérny 1.
190. Wyznaczy¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

1
{M: m,nEN} .

Kazdy dodatni element zbioru jest postaci 1/k, gdzie k=m?—7n?>0. Najwickszy element
otrzymamy dla najmniejszej mozliwej dodatniej liczby k. Poniewaz liczba k jest catkowita

Rozwigzanie:
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dodatnia, musi zachodzi¢ k > 1. Zauwazmy przy tym, ze dla m=8in=3 w istocie k=1.
Zatem liczba 1 jest najwigkszym elementem zbioru.

Podobnie, kazdy ujemny element zbioru jest postaci 1/k, gdzie k=m?—7n* <0.
Najmniejszy element otrzymamy dla najwickszej mozliwej ujemnej liczby k, czyli dla
ujemnej liczby k£ o najmniejszym module. Poniewaz liczba k jest calkowita ujemna, a
przy tym k6 ( (mod 7)) oraz k#5 ((mod 7)), musi zachodzi¢ k # —1 oraz k# —2. W
konsekwencji k < —3. Zauwazmy ponadto, ze dla m =2 i n=1 otrzymujemy k= —3.
Zatem liczba —1/3 jest najmniejszym elementem zbioru.

W rozwigzaniu korzystamy z nastepujacego faktu: Kwadrat liczby catkowitej nigdy nie
daje przy dzieleniu przez 7 reszty 3, 5 ani 6. Na tej wladnie podstawie wnioskujemy, ze

k=m?—Tn*=m*#5((mod 7))

oraz

k=m?—Tn*=m?#6((mod 7)) .
Dowdd powyzszego faktu sprowadza sie do nastepujacych tozsamosci:
(7t)* =7-(7t*) 40,
(Tt£1)* =7 (717 £2t) +1,
(Tt£2)> =7 (7t2£4t) +4,
(Tt£3)* =7 (7726t +1)+2.

Odpowiedz: Kres dolny danego zbioru jest réwny —1/3, a kres gérny 1.
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