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163. Obliczy¢ wartosé granicy
! ( N n+1 N n+2 N n+3 — In )
im et —Y—
oo \yntd4n  Vni4n+l Vnt+n+2  Vnidn+3 vVnt4+9n

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do 9 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem oczeki-
wad, ze oszacowanie sumy poprzez wspodlne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego
oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne
granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkosé¢. Liczniki tworzg jednak postep arytme-
tyczny, ktérego sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szaco-
waé¢ mianowniki przez wspolng wielkos¢, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie dodamy
sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

n n+1 n—+2 n+3 In
bn < + + + Forih—=

"SVnitn Vattn Vattn Vatftn T Valtan
n+(n+1)+(n+2)+(n+3)+... +9n
B vni+n —
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
> I n+1 L n+2 . n+3 - on
TV 9 VRt Vnf+9n Vnt+on Vnt+9n
_nt+n+1)+n+2)+F(n+3)+... +9n

a, .
vVn*+9n

Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy

b

n—+9n
n+m+1)+n+2)+n+3)+...+9n=8n+1)- =5n-(8n+1),
gdzie 8n+1 jest liczba wyrazéw powyzszego postepu.
Wobec tego
5n-(8n+1) 5-(8+2) 0
Cn = = —_—
Vnt+n V1+-5
przy n— oo i podobnie
5n-(8n+1) 5-(8+2
_5n-(8n+1) ( n)_)40.

Ay, = =
Vnt+9n ’/1"'11%

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

an <b, <cp,
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a ponadto

A, ¢ =40
oraz

Jing a, =10,
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

lim b, =40.

n—oo

Odpowiedz: Wartos$¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 40.

164. Obliczy¢ wartosé¢ granicy

i ( 4n L dn+3 L dn+6 . 4n+9 . dn+12 n
im
=0 \WApd4+dn  VAnA+4An+3  VAnA+4n+6  VAnt4+4n+9  VAnt+4n+12
13n—9 13n—6 13n—3 13n
ot + + + .
VAnt+13n—9 V4Ant+13n—6 V4nt+13n—3 V4ni+13n

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspdlnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do 13/4 przy n dazacym do nieskonczono$ci. Nalezy zatem ocze-
kiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie
tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkosé¢. Liczniki tworzg jednak postep arytme-
tyczny, ktérego sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szaco-
waé mianowniki przez wspolna wielkosé¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie dodamy
sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

o 4dn N An+3 n 4dn+6 n 4n+9 P 13n _
"S VAt tan Vi +aAn  Vindi+dn  Vani+an T VAni+an
_AnA4-(4n+3)+(4n+6) +(4n+9)+... +13n
N Vini+in o
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
h> 4dn n dn+3 N 4n+6 n 4n+9 n +137n:
T VAT Bn VATt 13n VAT 13n VAnt+13n T VATt 13n
_An+4-(4n+3)+(4n+6) +(4n+9)+...+13n

a, .
VAant+13n
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Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy
dn+13n  17n-(3n+1)

dn+(4n+3)+4n+6)+(4n+9)+...+13n=(3n+1)-

2 2 ’
gdzie
13n—4
Snpl=-""""" 14
3
jest liczba wyrazéw powyzszego postepu (o réznicy 3).
Wobec tego

_1Tn-@Bn+1) 17-(3+3) 51

Cn = =
2.\ /dnt4+4n 9. 4-1_% 4

przy n— oo i podobnie
17n-(3n+1)  17-(3+2) 51
_ _

a, = = .
2-V4n*+13n 2. 4—}-% 4

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an <b, <cp,

a ponadto
: 51
A G =
oraz
I 51
im a, =—,
n—o00 4

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

51
lim b,=—.

n—oo

Odpowiedz: Warto$¢ granicy podanej w tresci zadania jest rowna 51/4.

165. Obliczy¢ warto$é granicy
( 3" _i_3"*1-2_i_3"*2-4_1_3"*3-8jL N 9.2n—2 N 3.2n—1 N 2" >
3n+1 3"+2 3744  3"48 1 3n42n2 3n4on-l o Znyon

Rozwigzanie:

lim

n—oo

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie roznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do 0 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem oczeki-
wad, ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego
oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych roézne
granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.
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Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep geome-
tryczny, ktérego sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szaco-
waé¢ mianowniki przez wspolna wielkosé¢, nie zmieniajac licznikow, a nastepnie dodamy
sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do
3n 3l 3nm24 0 338 9.2n=2 3.on=l 9n
+ + +...+

oS gt T 3n S B TR I TR T

_ 3324302 A4 308 0-21 04 327 42"

3n n
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
b, > i +3”’1-2+3"’2-4+3"*3-8+“.+9~2"*2+3-2”’1+ 2 =
3n42n  3n42n Fn42n In42n 3n42n  3n42n 0 3n42n

_3"+3”*1-2—|—3”*2-4—!—3"*3-8—#...+9-2"*2+3-2”*1+2”_a

3n+2n "

Ze wzoru na sume postepu geometrycznego otrzymujemy
3" 4371243724437 3.84...+9.2" 24 3.9n 7 L on —

PR Sl S ) ) 2\ _ i o
=3". o2 =3". : =3 +1.<1—<3> >_3+1—2 -

gdyz iloraz powyzszego postepu jest réwny 2/3, a n+1 jest liczba wyrazéw postepu.
Wobec tego

gntl _gn+l 2\ "
=" :3—2(3) —3-2.0=3
przy n— oo i podobnie
C_gioomt 3-2(5)" 3-2.0
o () 140

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

a ponadto
lim ¢, =3
n—oo
oraz
lim a, =
Jlim a, =3,

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

nh_)nolo b,=3.
Odpowiedz: Warto$¢ granicy podanej w tresci zadania jest rowna 3.
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166. Obliczy¢ granice
’ on N 2n—1 .3 N 2n—2 . 32 - 2n—k . 3k N N 3n
oo\ O Er o517 /o 5272 NS NCEw T

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie roznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem
oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnoze-
nie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw) bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielkos¢. Bedziemy wiec szacowaé kazdy sktadnik
z osobna: mianowniki oszacujemy przez wspolng wielkosé, a liczniki, ktore tworzg postep
geometryczny, pozostawimy bez zmian.

Szacowanie od dotu (mianowniki od géry) prowadzi do:

b on N on—1, 3 N on—2, 32 N N 2n—k: . 3k N N an S
R Y N N Y N N O RV L T
on 2n—1 .3 2n—2 . 32 2n—k . 3k 3n

+...+

= + + —_— .. VY=
onon-l.34on=2.32 4 gpon k.3 430
= =ay,.
NCIENET

Z kolei szacujac od gory (mianowniki od dotu) otrzymujemy:

b on N 2n—1 .3 N 2n—2 X 32 N N 2n—k . 3k N N an -
R Y N N Y N N N O RV L
on 2n—1 .3 2n—2 . 32 2n—k: . 3k an

-+

SV 0 Voo Voo e T e
A e A R AT UE SN L
= T =

W licznikach uzyskanych oszacowan wystepuje suma tego samego postepu geome-
trycznego n+1-wyrazowego o pierwszym wyrazie 2" i ilorazie 3/2. Mamy wiec

3)n+1 o

onyon-l.gyon=2.32 4  qontk.ghy 4 3n=2n. ¢ 71
I

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci a,, < b, < ¢,, a ponadto
przy n— oo mamy

Cp -

— 3n+1 _ 2n+1

B 3n+1_2n+1 _ 3—2. <§)n

ap = D o 1+(g>n

—3
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oraz

3n+1_2n+1 2\ ™
= =3-2.(Z] -3,
’ 3" (3) -

z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest rowna 3.

167. Obliczy¢ granice

, <(n+ 1?2 (n+2)? (n+3)? (n+k)? (2n—1)2 (2n)? >
lim =t ... :
n=oo\\/nb4+1 /nb+2 /nb+3 nb+k Vnl4+n—1 +nb+n

n-(n+1)-(2n+1)
6 .

Wskazéwka-przypomnienie: 12 4+224+3%+ .. +n* =

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspdlnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do czterech przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem ocze-
kiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie
tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Bedziemy wiec szacowad kazdy sktadnik
z osobna szacujac mianowniki przez wspélna wielkosc.

Szacowanie od dotu prowadzi do:

"o (n+k)? X (n+k)? n
b, = (n+k)?
Z\/n 6k Z\/nﬁ—i-n \/nﬁ—i-n kzzjl
Z kolei szacujac od gory otrzymujemy:
no(ntk)? @ (ntk)? 1 5
b, = n+k) =
EVErE S E v w

Obliczamy sum@ WyStQpUJQCQ we Wzorach na a, i cy:

n 2n " 2n-(2n+1)-(4n+1) n-(n+1)-(2n+1
k=1 k=1

k:l k=n+1

n-(2n+1)-(Tn+1)
o )
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci a,, <b, <c¢,, a ponadto
przy m — oo mamy

n-(2n+1)-(Tn+1) . 7

an =
6-vnb+n 3
n-(2n+1)-(Tn+1) 7

oraz

n : —
6-n3 3’

z twierdzenia o trzech ciagach wnioskujemy, ze dana w zadaniu granica jest réwna 7/3.
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168. Obliczy¢ wartosé granicy

G G 6 (5) (") ()

I T .
”1—>n°1°(\/4"+1 VI3 JIr9  JAtar VA 31 \/4n+3n>

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciggach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspoélnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo si¢ roznig — ilorazy srodkowych sktadnikéw
do skrajnych daza do nieskonczonosci przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem
oczekiwaé, ze oszacowanie sumy poprzez wspélne oszacowanie sktadnikow (i przemnoze-
nie tego oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych
rozne granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizong wielko$¢. Liczniki tworza jednak n-ty wiersz troj-
kata Pascala, a wigc ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowa¢ mianowniki przez wspolng wielko$é, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

[ tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

G 6 6 G 0 I
TTVAF0 VA0 A0 /440 VATF0 /470
_ @O FE)FE) -+ () + ()
2n
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do

(c) (1) (:) (5) L), ()

VAT 3 A3 A3 A4 3n VA3 4430

_ @O +E)+E) + () + ()
VR

Ze wzoru na sume wyrazow n-tego wiersza trojkata Pascala otrzymujemy

(666 ()6

277,
cp=—=1—1

2n

+...+

:CTL

=a,, .

Wobec tego

przy n— oo i podobnie
2" 1

ap = \/4n+3n - \/1_'_(%)71

Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

— 1.

an, <b, <cp,
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a ponadto
lim ¢, =1
n—oo
oraz
lim a,=1
n—oo a/n )

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

i b =1
Odpowiedz: Wartos$¢ granicy podanej w tresci zadania jest roéwna 1.

169. Obliczy¢ granice ciagu zaczynajacego sie od wyrazu o indeksie 7:
7 8 9 10 n—1 n
A I I C R =
n=oo \ \/nk4+7  V/nF4+8 VnF+9 VnF+10 vnF+n—1 nF+n
dla tak dobranej wartosci naturalnej parametru k, aby granica ta byla liczbg rzeczywista
dodatnig.

Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od goéry i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspodlnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwac, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikow (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy przy k> 2 mianowniki majg zblizong wielko$¢. Liczniki tworzg jednak pocza-
tek siodmej kolumny trojkata Pascala, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢.
W konsekwencji bedziemy szacowa¢ mianowniki przez wspélnag wielkos¢, nie zmieniajac
licznikéw, a nastepnie dodamy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

[ tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

O O B ) () ("7) (%)

n:\/nk+7 ViF+8  VnF+9  VnEr10 VnFtn—1 VaFtn
DO+ +E) -+ (7)) _
nk+0
Qe ()
k2 n

Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéw od géry) prowadzi do
7 8 9 10 n—1 n
B I I I I ) B O
VnF+7T  VnF+8 VnkF+9  V/nkF+10 VnF+n—1 /nkF+n

L@@+ +E) -+ () + ()
Vit
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Ze wzoru na sume poczatkowych wyrazéw kolumny trojkata Pascalal otrzymujemy

o) G (7)o (1)) 0)

Wobec tego
(") (D) n-(n—6)/80 1

C,, = = _
n nk/Z nk/Q 8]

przy n— o0, o ile k=16. Podobnie
ntl e o — |
a, = ( 8) (n+1)-n-...-(n—6)/8! 1

N nk/2.\/14+nl-k 8!

przy n— o0, o ile k=16.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci
a ponadto
' —1/8!
lim ¢, =1/8!
oraz
] = |
lim a, =1/8!,
na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

Tim b, =1/8!.

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma dla k=16 wartosé¢ 1/8!=1/40320.

1\ (D"
lim (1 + ) .
n—oo nn

170. Obliczy¢ granice

Rozwigzanie:

Przeksztatcenia prowadza do:

lim (1—1—) = lim <1+) = lim <<1+> ) =
n—oo nTL n—oo nn n—oo nn
1+1)"

S (o)) e
()= (5)

i moze by¢ udowodniony indukcyjnie ze wzgledu na n. Mozna tez zapisac¢
k n k+1 n k42 - n—1 L n\ (k+1 . k+1 N k+2 - n—1 . n
k k k o k k) \k+1 k k k k

1
i wielokrotnie zastosowaé¢ do poczatkowych sktadnikéw wzor (Z) + (bi 1) = (Z::—_l>

I'Wzér ten méwi, ze
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