Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

Kolokwium 2, 19.01.2021, godz. 13:20-14:00

Zadanie 1 (wersja 0)

Niech
flx)=vz—2-Inx.
1

Rozstrzygnaé, czy liczba f(63) jest mniejsza czy wieksza od f(64)— 33

Wskazéwka: Obie liczby sa w przyblizeniu réwne —0.34902, a réznia sie o okoto
6.47-107". Nie prébuj bezposredniego szacowania.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy

oraz Y
1 2 —/r+8
" _ .
()= 4-x3/2+x2— 4.2 >0

dla z < 64, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale (0, 64].
Zatem wykres funkcji f dla x < 64 lezy powyzej prostej stycznej do wykresu funkeji f
w punkcie 64. Poniewaz f'(64) =1/32, dla x < 64 zachodzi nieréwnosé

f@)> f(64)+312 (2 —64)

i w konsekwencji

£(63) > f(64) _312.

1
Odpowiedz: Wartosé¢ f(63) jest wigksza od f(64)— 3
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Zadanie 1 (wersja 1)
Niech
flr)=vz—-2-Inx.
1
Rozstrzygnaé, czy liczba f(65) jest mniejsza czy wieksza od f(64)+ 35
Wikazowka: Obie liczby sa w przyblizeniu réwne —0.28652, a réznig sie o okoto
6.25-10~". Nie prébuj bezposredniego szacowania.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 2
/
T)=——=——
oraz

1 2 —Jz+8
7 _ L
()= 4_:63/2_‘_352 4.2 <0

dla z > 64, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wklesta w przedziale [64, 0o).
Zatem wykres funkcji f dla x > 64 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie 64. Poniewaz f'(64) =1/32, dla x > 64 zachodzi nieréwnosé

1
flw) < f(64) + o5 (2~ 64)
1 w konsekwencji

£(65) < f(64)+312.

1
Odpowiedz: Wartosé f(65) jest mniejsza od f(64)+3—2.
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Zadanie 1 (wersja 2)
Niech
f(x)=vz—5-Inx.
1
Rozstrzygnaé, czy liczba f(399) jest mniejsza czy wieksza od f(400) — e
Wiskazowka: Obie liczby sa w przyblizeniu réwne —9.9698, a roéznig sie o okoto
6.53-107%. Nie prébuj bezposredniego szacowania.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 5
/ — [
oraz . - 20
P P S e i N
4232 g2 422

dla z < 400, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale (0, 400].
Zatem wykres funkcji f dla x <400 lezy powyzej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie 400. Poniewaz f'(400) =1/80, dla x <400 zachodzi nieréwnosé

F(2) > F(400) + 810 (2 — 400)

1 w konsekwencji
1
399) > f(400) — —.
£(399) > £(400)— =

1
Odpowiedz: Wartosé f(399) jest wieksza od f(400)— 0
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Zadanie 1 (wersja 3)
Niech
f(x)=vz—5-Inx.
1
Rozstrzygnaé, czy liczba f(401) jest mniejsza czy wieksza od f(400)+ 30
Wiskazowka: Obie liczby sa w przyblizeniu réwne —9.9448, a roznig sie o okoto
6.49-107%. Nie prébuj bezposredniego szacowania.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 5
/ — [
oraz . - 20
P P S W
4232 g2 422

dla z > 400, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale [400, oo).
Zatem wykres funkcji f dla x > 400 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie 400. Poniewaz f'(400) =1/80, dla x > 400 zachodzi nieréwnosé

1
1 w konsekwencji

1
J(401) < f(400) + o

1
Odpowiedz: Wartosé f(401) jest mniejsza od f(400)—|—%.
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Zadanie 1 (wersja 4)
Niech
flz)=vz—10-Inz.
1
Rozstrzygnaé, czy liczba f(1599) jest mniejsza czy wieksza od f(1600) — 160"
Wiskazowka: Obie liczby sa w przyblizeniu réwne —33.784, a roznig sie o okoto
2.04-1071%. Nie prébuj bezposredniego szacowania.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 10
f@) =5
oraz

1 10 —yx+40
" T Ao i
fix) = 4.-x3/2 22 4.2 >0
dla z < 1600, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale (0, 1600].
Zatem wykres funkcji f dla x <1600 lezy powyzej prostej stycznej do wykresu funk-
cji f w punkcie 1600. Poniewaz f'(1600) =1/160, dla z < 1600 zachodzi nieréwnosé

flz)> f(1600)+1é0 - (z—1600)

1 w konsekwencji

£(1599) > F(1600) — 120

1
Odpowiedz: Wartosé f(1599) jest wieksza od f(1600) — 160"
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Zadanie 1 (wersja 5)
Niech
flz)=vz—10-Inz.
1
Rozstrzygnaé, czy liczba f(1601) jest mniejsza czy wieksza od f(1600)+ 160"
Wiskazowka: Obie liczby sa w przyblizeniu réwne —33.771, a roznig sie o okoto
2.03-1071%. Nie probuj bezposredniego szacowania.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 10
f@) =5
oraz

1 10 —/7+40
" e R e 0 M
/)= 4232 g2 422 <0

dla z > 1600, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale [1600, co).
Zatem wykres funkcji f dla z > 1600 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie 1600. Poniewaz f'(1600) =1/160, dla z > 1600 zachodzi nieréwnos¢

1
1 w konsekwencji

1
F(1601) < £(1600) + o

1
Odpowiedz: Warto$¢ f(1601) jest mniejsza od f(1600)~|—ﬁ.
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Zadanie 1 (wersja 6)
Niech
flz)=vz—20-Inz.
1
Rozstrzygnad, czy liczba f(6399) jest mniejsza czy wieksza od f(6400) — 350"
Wiskazowka: Obie liczby sa w przyblizeniu réwne —95.284, a roéznig sie o okoto
6.36-10712. Nie probuj bezposredniego szacowania.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 20
f@) =5
oraz

1 20 —\/x+80
" S b Ao L M
fix) = 4.-x3/2 22 4.2 >0
dla z < 6400, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wypukta w przedziale (0, 6400).
Zatem wykres funkcji f dla x <6400 lezy powyzej prostej stycznej do wykresu funk-
cji f w punkcie 6400. Poniewaz f'(6400) =1/320, dla z < 6400 zachodzi nieréwnosé

1
f() > £(6400) + o - (= 6400)

1 w konsekwencji

£(6399) > £(6400) — 3;0 |

1
Odpowiedz: Wartosé f(6399) jest wieksza od f(6400) — 390"
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Zadanie 1 (wersja 7)
Niech
flz)=vz—20-Inz.
1
Rozstrzygnaé, czy liczba f(6401) jest mniejsza czy wieksza od f(6400)+ 390
Wiskazowka: Obie liczby sa w przyblizeniu réwne —95.278, a roznig sie o okoto
6.36-10712. Nie probuj bezposredniego szacowania.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 20
f@) =5
oraz

1 20 —/z+80
" b R e B Mt
/)= 4232 g2 422 <0

dla z > 6400, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale [6400, co).
Zatem wykres funkcji f dla z > 6400 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie 6400. Poniewaz f'(6400) =1/320, dla z > 6400 zachodzi nieréwnos¢

1
1 w konsekwencji

1
£(6401) < £(6400) + 5 .

1
Odpowiedz: Warto$¢ f(6401) jest mniejsza od f(6400)~|—%.
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

Zadanie 1 (wersja 8)
Niech
flx)=vz—25-Inz.
1
Rozstrzygnaé, czy liczba f(9999) jest mniejsza czy wieksza od f(10000) — 100"
Wiskazéwka: Obie liczby sa w przyblizeniu réwne —130.26, a rbéznig sie o okoto
2.08-10712. Nie prébuj bezposredniego szacowania.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 25
O
oraz

125 —/at100

" e W
fia)= 4.23/2 g2 4.2 0

dla z < 10000, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale (0, 10000].
Zatem wykres funkcji f dla z < 10000 lezy powyzej prostej stycznej do wykresu funk-
cji f w punkcie 10000. Poniewaz f’(10000) =1/400, dla = < 10000 zachodzi nieréwnosé

1
f() > £(10000) + - - (= 10000)

1 w konsekwencji

£(9999) > F(10000)— 4(1)0 |

1
Odpowiedz: Wartosé f(9999) jest wieksza od f(10000) — 200"
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Zadanie 1 (wersja 9)
Niech
flx)=vz—25-Inz.
1
Rozstrzygnaé, czy liczba f(10001) jest mniejsza czy wieksza od f(10000)+ 100
Wskazéwka: Obie liczby sa w przyblizeniu réwne —130.26, a roéznig sie o okoto
2.08-10712. Nie prébuj bezposredniego szacowania.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 25
O
oraz

L 25 —/at100

" e W
fia)= 4.23/2 g2 4.2 0

dla z > 10000, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wklesta w przedziale [10000, 0o).
Zatem wykres funkcji f dla x > 10000 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funk-
cji f w punkcie 10000. Poniewaz f’(10000) =1/400, dla = > 10000 zachodzi nieréwnosé

1
f() < £(10000) + - - (=~ 10000)

1 w konsekwencji

1
£(10001) < £(10000) + -

1
Odpowiedz: Warto$¢ f(10001) jest mniejsza od f(10000)+@.
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Zadanie 1 (wersja 10)
Niech
flz)=+vz—50-Inz.
1
Rozstrzygnaé, czy liczba f(39999) jest mniejsza czy wieksza od f(40000) — 300"
Wiskazowka: Obie liczby sa w przyblizeniu réwne —329.83, a roznig sie o okoto
6.51-1071*. Nie probuj bezposredniego szacowania.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 50
/ —_—,—— e ——
o 1 50 200
fl(z)=——r 7:ﬂ>0
4-23/2  x2 4.2

dla z < 40000, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale (0, 40000].
Zatem wykres funkcji f dla z < 40000 lezy powyzej prostej stycznej do wykresu funk-
cji f w punkcie 40000. Poniewaz f’(40000) =1/800, dla = < 40000 zachodzi nieréwnosé

1
f() > £(40000) + = - (+ — 40000)

1 w konsekwencji

£(39999) > £(40000) — 8(1)0 |

1
Odpowiedz: Wartosé f(39999) jest wieksza od f(40000) — 00"
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Zadanie 1 (wersja 11)
Niech
flz)=+vz—50-Inz.
1
Rozstrzygnaé, czy liczba f(40001) jest mniejsza czy wieksza od f(40000)+ 300
Wiskazowka: Obie liczby sa w przyblizeniu réwne —329.83, a roznig sie o okoto
6.51-1071*. Nie probuj bezposredniego szacowania.

Rozwigzanie:
Rézniczkujac funkcje f otrzymujemy
1 50
fa) =5
oraz

L 50 —E4200

" R S T AR
J)= 4232 g2 422 0

dla z > 40000, skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wklesta w przedziale [40000, 0o).
Zatem wykres funkcji f dla x > 40000 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funk-
cji f w punkcie 40000. Poniewaz f’(40000) =1/800, dla = > 40000 zachodzi nieréwnosé

1
f() < £(40000) + = -+~ 40000)

1 w konsekwencji

1
£(40001) < £(40000) +

1
Odpowiedz: Warto$¢ f(40001) jest mniejsza od f(40000)+%.
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Zadanie 2 (wersja 0)

Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
f(z)=4-In (x2—|—1) —15-arctg .

Wyznaczy¢ najmniejszg taka liczbe rzeczywista dodatnia C', ze dla kazdych liczb rzeczy-
wistych x, y zachodzi nieréwnosé¢

[f (@) =) <C-lz—y|.

Rozwigzanie:
Pominawszy trywialny przypadek x =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika réwnos¢é

[f(2) = f)=lz—y[- [ ()],
gdzie c lezy pomiedzy x i y.

Zatem najmniejsza stata C, z ktorg prawdziwa jest nieréwno$é¢ podana w tresci zada-
nia, jest réwna kresowi gérnemu zbioru {|f'(z)|: x € R}.

Obliczamy pochodna funkcji f:

, 8-x—15
P ="t
Zauwazmy, ze
8-x—15 . 8 t1—15.272

Ponadto
(2) 8- (x?+1)—2-x-(8-x—15) —8-22+30-x+8
xr) = —

(a2 +1)° (a2 +1)°
Rozwigzujemy réwnanie na zerowanie sie f”:
—8-2°+30-24+8=0,
4-22—15-2—4=0,
154289 15+17
8 g8

x
skad x =4 lub x =—1/4.
Wyliczamy wartosci funkeji f* w miejscach zerowych jej pochodnej:
f4)=1
oraz
f(=1/4)=-16.

Stad wynika, ze funkcja f’ przyjmuje najmniejsza i najwiekszg wartosé odpowiednio
—161i 1, a zatem C' = 16.
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Zadanie 2 (wersja 1)

Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
f(z)=6-1n <x2—|—1) —5-arctg .

Wyznaczy¢ najmniejszg taka liczbe rzeczywista dodatnia C', ze dla kazdych liczb rzeczy-
wistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= fW)I<C-lz—y|.

Rozwigzanie:
Pominawszy trywialny przypadek x =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika réwnos¢é

[f(z) = f)=lz—y[- [ ()],
gdzie c lezy pomiedzy x i y.

Zatem najmniejsza stata C, z ktorg prawdziwa jest nieréwno$é¢ podana w tresci zada-
nia, jest rowna kresowi gérnemu zbioru {|f'(z)|: x € R}.

Obliczamy pochodna funkcji f:

, 12-2 -5
P ="
Zauwazmy, ze
12-2—-5 I 12-271—5.272

: / _ —
dm S =ty e = s =0
Ponadto
@) 12-(22+1)—2-2-(12-2—5) —12-22+10-2+12
T)= = .

(a2 +1)° (a2 +1)°
Rozwigzujemy réwnanie na zerowanie sie f”:
—12-2°+10-z+12=0,
6-2>~5-2—-6=0,
_ 5+V169 5413
12 12 7

x
skad z=3/2 lub z=—-2/3.
Wyliczamy wartosci funkeji f* w miejscach zerowych jej pochodnej:
f'(3/2)=4
oraz

F(=2/3)=—9.

Stad wynika, ze funkcja f’ przyjmuje najmniejsza i najwiekszg warto$é odpowiednio
—91i4, azatem C=9.
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Zadanie 2 (wersja 2)

Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
f(z)=3-In <x2—|—1) —8-arctg z.

Wyznaczy¢ najmniejszg taka liczbe rzeczywista dodatnia C', ze dla kazdych liczb rzeczy-
wistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= f)<C-Jz—yl.

Rozwigzanie:
Pominawszy trywialny przypadek x =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika réwnos¢é

[f(z) = f)=lz—y[- [ ()],

gdzie c lezy pomiedzy x i y.

Zatem najmniejsza stata C, z ktorg prawdziwa jest nieréwno$é¢ podana w tresci zada-
nia, jest rowna kresowi gérnemu zbioru {|f'(z)|: x € R}.

Obliczamy pochodna funkcji f:

6-r—8
/ —_—
Zauwazmy, ze
, 6-r—8 . 6.7l —8.p72
Jn S = tm e = e 0
Ponadto
() 6-(x°+1)—2-2-(6-x—8) —6-22+16-x+6
x)= = :

(a2 +1)° (a2 +1)°
Rozwigzujemy réwnanie na zerowanie sie f”:
—6-22+16-24+6=0,
3-2°-8-2-3=0,
_ 8+V100 8410
6 6

x
skad =3 lub z=-1/3.
Wyliczamy wartosci funkeji f* w miejscach zerowych jej pochodnej:
f@)=1
oraz
f(-1/3=-9.

Stad wynika, ze funkcja f’ przyjmuje najmniejsza i najwiekszg warto$é odpowiednio
—91i1, azatem C=9.
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Zadanie 2 (wersja 3)

Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
f(z)=4-In <x2—|—1) —6-arctg .

Wyznaczy¢ najmniejszg taka liczbe rzeczywista dodatnia C', ze dla kazdych liczb rzeczy-
wistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= f)<C-Jz—yl.

Rozwigzanie:
Pominawszy trywialny przypadek x =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika réwnos¢é

[f(z) = f)=lz—y[- [ ()],

gdzie c lezy pomiedzy x i y.

Zatem najmniejsza stata C, z ktorg prawdziwa jest nieréwno$é¢ podana w tresci zada-
nia, jest rowna kresowi gérnemu zbioru {|f'(z)|: x € R}.

Obliczamy pochodna funkcji f:

8-x—06
/ —_—
Zauwazmy, ze
, 8-2—6 . 8axl—6-272
Ponadto
() 8- (x?+1)—2-x-(8-x—6) —8-22+12-x+8
r)= = .

(a2 +1)° (a2 +1)°
Rozwigzujemy réwnanie na zerowanie sie f”:
—8-224+12-2+8=0,
4.7 —6-2—4=0,
6100 6410
8 8

x
skad x =2 lub x =—1/2.
Wyliczamy wartosci funkeji f* w miejscach zerowych jej pochodnej:
f(2)=2
oraz
f(=1/2)=-8.

Stad wynika, ze funkcja f’ przyjmuje najmniejsza i najwiekszg warto$é odpowiednio
—81 2, a zatem C' =8.
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Zadanie 2 (wersja 4)

Dana jest funkcja f:R — R okreslona wzorem
f(x)=10-In (2*+1) =21 -arctg x.

Wyznaczy¢ najmniejszg taka liczbe rzeczywista dodatnia C', ze dla kazdych liczb rzeczy-
wistych x, y zachodzi nieréwnosé

[f (@)= f)<C-Jz—yl.

Rozwigzanie:
Pominawszy trywialny przypadek x =1y, z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
wynika réwnos¢é

[f(z) = f)=lz—y[- [ ()],

gdzie c lezy pomiedzy x i y.

Zatem najmniejsza stata C, z ktorg prawdziwa jest nieréwno$é¢ podana w tresci zada-
nia, jest réwna kresowi gérnemu zbioru {|f'(z)|: x € R}.

Obliczamy pochodna funkcji f:

20-x—21
, P—
Zauwazmy, ze
20-z—21 20-27 1 —21.272

. ! . . . _

Ponadto
() 20 (22 41)—2-2-(20-2—21) —20-22+42-2+20
xr)= = )

(z2+1)? (22+1)°
Rozwigzujemy réwnanie na zerowanie sie f”:
—20-2°+42-2+20=0,
10-2*—21-2—10=0,
C21+B41 21429
20 20

x
skad z=5/2 lub z=—-2/5.
Wyliczamy wartosci funkeji f* w miejscach zerowych jej pochodnej:
f'(5/2) =4
oraz

F1(~2/5)=—25.

Stad wynika, ze funkcja f’ przyjmuje najmniejsza i najwiekszg warto$é odpowiednio
—251 4, a zatem C' = 25.
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