Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

Kolokwium 1, 1.12.2020, godz. 13:20-14:00
Zadanie 1 (wersja 0)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2% .n < 2" +9.2%.

Rozwigzanie:
Dowod nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n < 36.
Dla n < 36 zachodza nieréwnosci
237.n<2%.36=2%2.9<2"4+9.2%9
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 37.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =37 poréwnujemy lewsg i prawag strone nieréwnoéci danej w tresci zadania:
L=2%.37,
P=2%40.2%=2%19.4.237=37.2%
skad L =P.
2° Niech n > 37 bedzie takg liczbg naturalna, ze
2%.n < 2" +9-2%.

W celu przeprowadzenia zasadniczej cze$ci dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé

257 (n41) <2 +9.2%.

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zalozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 37 otrzymujemy

L:237_(n_|_1):237.n+237<2n+9_239+237<2n+9_239+2n:2n+1+9.239:P’

co konczy dowdd indukeyjny.
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Zadanie 1 (wersja 1)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2. <2 1124

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <44.
Dla n < 44 zachodza nieréwnosci
2B 2P 44 =2".11 < 2" +11-2%7,
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 45.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =45 poréwnujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2%.45,
P=2%411.2"=2%111.4.2% =45.2%

skad L=P.

2° Niech n > 45 bedzie taka liczbg naturalna, ze

2. p <2+ 112",
W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego chcemy wykazac, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé
2. (n41) <2 411247,

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zalozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 45 otrzymujemy

L=2%.(n+1)=2% n4+2% 2" +11- 2 +2% 2" +11- 24" 42" =271 1 11.24 = P

co konczy dowdod indukeyjny.
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Zadanie 1 (wersja 2)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2%.n <27 +13-2.

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <52.
Dla n < 52 zachodza nieréwnosci
253.n<2%.52=2%.13<2"+13.2%
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 53.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =53 poréwnujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2%.53,
P=2%413.2%=2"413.4.2=53.2

skad L=P.

2° Niech n > 53 bedzie taka liczbg naturalna, ze

2%.n <27 +13-2.
W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego chcemy wykazac, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé
2. (n+1)<2" M +13.2°.

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zalozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 53 otrzymujemy

L=2.(n+1)=2"n+2% 2" +13-2% 423 2" +13.2 + 2" =2""1 1. 13.25 = P

co konczy dowdod indukeyjny.

Kolokwium 1 -3 - Rozwigzania



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2020/21

Zadanie 1 (wersja 3)
Dowiesé, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
20 n <2 +15-2%.

Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.

Przypadek pierwszy: n <60.
Dla n < 60 zachodza nieréwnosci
201 <201.60=2%.15< 2" +15.2%%
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 61.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =61 poréwnujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2%.61,
P=2%415.20 =201 1 15.4.201 =61.25

skad L=P.

2° Niech n > 61 bedzie taka liczbg naturalna, ze

20 n <2 +15-2%.
W celu przeprowadzenia zasadniczej czesci dowodu indukcyjnego chcemy wykazac, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé
200 (n+1) < 2" +15.2%.

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zalozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 61 otrzymujemy

L=2(n+1)=2.n 4200 2" +15.203 4261 2" -15.283 y on = 2" *1 1 15.28 = P

co konczy dowdod indukeyjny.
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Zadanie 2 (wersja 0)
Obliczy¢ granice ciagu:

2 3 4
lim it — |-
an<n2+1+n2+2+n2+3+n2—|—4+ +(n+2)2>

Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupenienie jest czescig
zadania.

Rozwigzanie:
Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada sie z 4n+4 sktadnikéw, wobec czego
zadanie polega na obliczeniu granicy

, 1 2 3 4 An+4
nL%O(nQ—l—l +7124—2+n2+3 +n2—1—4+“'+ (n+2)2> '

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwac, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikow (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep aryt-
metyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowa¢ mianowniki przez wspolng wielkos$é, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do
b 1 n 2 n 3 n 4 F— dn+4 <
"on241 n242 n2+3  n2+4 (n+2)?
< 1+243+4+..+(4n+4) 1+42+3+4+...+(4n+4)
n?+0 n?
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
b, = ! + 2 + ’ + A +...+74n+4 P
" n24+1 n24+2 n2+3 n2+4 (n+2)2
14+24+3+44...+(4n+4)

=ay .
(n+2)2
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy
(4n+4)-(4n+5)

:Cn

=

1+2434+44+...+(4n+4) = =(2n+2)-(4n+5).

2
Wobec tego
2 .
o (2n+2) 2(4n+5) 8
n
przy n — oo. Podobnie
(2n+2)-(4n+5)
ap = —8

(n+2)?
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przy n — oo.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an < b, <cp,

a ponadto
lim ¢, =8
n—oo
oraz
lim a, =8,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =8.

n—oo

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma warto$¢ 8.
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Zadanie 2 (wersja 1)
Obliczy¢ granice ciagu:

2 3 4
lim it —= |-
an<n2+1+n2+2+n2+3+n2—|—4+ +(n+3)2>

Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupenienie jest czescig
zadania.

Rozwigzanie:
Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada sie z 6n+9 sktadnikéw, wobec czego
zadanie polega na obliczeniu granicy

, 1 2 3 4 6n+9
nL%O(nQ—l—l +7124—2+n2+3 +n2—1—4+m+ (n+3)2> '

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwac, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikow (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep aryt-
metyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowa¢ mianowniki przez wspolng wielkos$é, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do
b 1 n 2 n 3 n 4 F— 6n+9 <
"on241 n242 n2+43 n24+4 7 (n+3)?
< 1+2+3+4+...+(6n+9)  14+243+4+4...+(6n+9)
n?+0 n?
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
b — 1 n 2 n 3 . 4 R 6n+9 S
"Tn241 n242  n24+3 n24+4 7 (n+3)27
14+24+3+44...+(6n+9)

= = Qp -

(n+3)?
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy

(6n+9)-(6n+10)

:Cn

142434+44+...4+(6n+9)= =(6n+9)-(3n+5).

Wobec tego ’
o (6n+9)n-2(3n+5) 18
przy n — oo. Podobnie
0 - (6n+9)-(3n+5) 18

(n+3)2
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przy n — oo.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an < b, <cp,

a ponadto
lim ¢, =18
n—oo
oraz
lim a, =18,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =18.

n—oo

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma warto$é¢ 18.
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Zadanie 2 (wersja 2)
Obliczy¢ granice ciagu:

2 3 4
lim et —= |-
an<n2+1+n2+2+n2+3+n2—|—4+ +(n+4)2>

Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupenienie jest czescig
zadania.

Rozwigzanie:
Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada sie z 8n+ 16 sktadnikéw, wobec czego
zadanie polega na obliczeniu granicy

2 3 4 8n+16

1
JLI%O(nQ—l—l +7124—2+n2+3 +n2—1—4+“'+ (n+4)2> '

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwac, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikow (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep aryt-
metyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowa¢ mianowniki przez wspolng wielkos$é, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do
b 1 n 2 n 3 n 4 F— 8n+16
"Tn241  n242 0243 T n244 T (nt4)?

B 14+243+4+...+(8n+16) 14+2+3+44...4+(8n+16)

N n?+0 n? —
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
1 2 3 4 8n+16

b, — T
n2+1+n2—|—2+n2+3+n2+4+ +(n—|—4)2

14+2434+4+...+(8n+16)
=z = Qy, -
(n+4)2
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy

(8n+16)- (8n+17)

14243+4+...+(8n+16)= = (4n+38)-(8n+17).

Wobec tego ’
o (4n+ 8)7-12871%— 17) 39
przy n — oo. Podobnie
0 — (4n+8)- (8n+17) 39

(n+4)?
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przy n — oo.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an < b, <cp,

a ponadto
lim ¢, =32
n—oo
oraz
lim a, =32,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =32.

n—oo

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma warto$é¢ 32.
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Zadanie 2 (wersja 3)
Obliczy¢ granice ciagu:

2 3 4
lim et — |-
an<n2+1+n2+2+n2+3+n2—|—4+ +(n+5)2>

Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupenienie jest czescig
zadania.

Rozwigzanie:
Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada sie z 10n+ 25 sktadnikéw, wobec czego
zadanie polega na obliczeniu granicy

. 1 n 2 L 3 L 4 . +10n+25
im et ——1.
n—oo\n2+1 n2+42 n?+3 n?+4 (n+5)?

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikow (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep aryt-
metyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowaé mianowniki przez wspolng wielkos$é, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

12 03 4 100425
241 n242  n243 n24+4 7 (n45)2

_ 1243444 4 (10n425) 14243444+ (10n425)

n

D n%+0 n? —
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
b 1 . 2 . 3 N 4 A 10n+25 S
T2l n242 n243  n244 7 (n+5)2 7
142+43+44...4(10n+25) .
= =day .

(n+5)?
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy

(10n425) - (10n + 26)

14+2+3+4+... 4+ (10n+25) = — (10n425)- (5n+13).

2
Wobec tego

1 25) - 1

an( On+ 5)2(5n+ 3)_}50

n
przy n — oo. Podobnie

10n+25)- (bn+13

o — 10n+25)-Bn+13)

(n+5)2
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przy n — oo.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an < b, <cp,

a ponadto
lim ¢,, =50
n—oo
oraz
lim a, =50,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b,, =50.

n—oo

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma warto$é¢ 50.
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Zadanie 2 (wersja 4)
Obliczy¢ granice ciagu:

2 3 4
lim it — |-
an<n2+1+n2+2+n2+3+n2—|—4+ +(n+6)2>

Uwaga: W ostatnim sktadniku sumy brakuje licznika. Jego uzupenienie jest czescig
zadania.

Rozwigzanie:
Patrzac na mianowniki widzimy, ze suma sktada sie z 12n+ 36 sktadnikéw, wobec czego
zadanie polega na obliczeniu granicy

i 1 + 2 N 3 n 4 L +12n+36
im et ——1.
n—oo\n2+1 n2+42 n?+3 n?+4 (n+6)2

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystaé
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b,, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie r6znia. Nalezy zatem oczekiwaé, ze osza-
cowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikow (i przemnozenie tego oszacowa-
nia przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne granice,
co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciggach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizong wielkos¢. Liczniki tworza jednak postep aryt-
metyczny, a wiec ich sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy
szacowaé mianowniki przez wspolng wielkos$é, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie do-
damy sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

I tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikéw od dotu) prowadzi do

L2 3 4 12036
241 n242  n243 n24+4 7 (n46)2

< 1+2+3+4+...+(12n+36) 1+2+3+4+...+(12n+36)

n

D n%+0 n? —
Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
b 1 . 2 . 3 N 4 A 12n+36 S
T2l n242 n243 w244 (n+6)2 7

14+2+43+4+4...+(12n+36)

=ay, .
(n+6)?
Ze wzoru na sume postepu arytmetycznego otrzymujemy

(12n+36) - (12n+37)

=

14+243+4+...+(12n+36) = = (6n+18)-(12n+37).

Wobec tego ’
= (6n+ 18)7-121271%— 37) 7
przy n — oo. Podobnie
0 — (6n+18)-(12n+37) 7o

(n+6)2
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przy n — oo.
Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an < b, <cp,

a ponadto
lim ¢, =72
n—oo
oraz
lim a, =72,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =72.

n—oo

Odpowiedz: Granica podana w tresci zadania ma warto$é¢ 72.
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