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Dzien 41 (piatek 15 maja 2020)
Szeregi Fouriera.

Przypomne, ze szeregiem Fouriera funkcji f: R — R okresowej o okresie 27 i takiej,
ze ponizsze calki istniejg, nazywamy! szereg trygonometryczny
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Bytoby mito, gdyby szereg Fouriera funkcji byt zbiezny, a jego suma byta funkcja f.
Okazuje sie, ze stosunkowo niewiele trzeba zaktadac¢ o funkeji f, aby tak byto.

Wprawdzie znane sg przyklady funkcji? cigglych, ktérych szereg Fouriera jest rozbiez-
ny w wielu® punktach, ale z naszego* punktu widzenia sg to przykltady nietypowe.

Kluczowe jest to, aby funkcja nie byla za bardzo pofaldowana. Sg rézne sformuto-
wania warunku wymuszajacego taki brak pofaldowania, ale wydaje sie ze dla naszych
zastosowan najprostsze i najodpowiedniejsze bedzie nastepujace twierdzenie:

W literaturze czesto spotyka sie szereg Fouriera zapisany w postaci

% + Z (an cosnz+b, sinnx) ,

n=

[

gdzie

a
To tylko kwestia gustu, co bardziej nas drazni: sztuczne 50 W pOWYZSzym wzorze, czy inny wspotczynnik

przed calka we wzorze (F0) niz we wzorach (FA) i (FB).

2Qczywiscie okresowych o okresie 27, innych w tym momencie nie rozwazamy.

3Rozbiezny na gestym zbiorze punktéw.

47 naszego, to znaczy przyzwyczajonych do podawania funkcji w miare tadnymi wzorkami. Z punktu
widzenia bardziej zaawansowanej matematyki sa to jednak przyktady typowe w tym sensie, ze wigkszosé
(cokolwiek to znaczy) funkcji ciaglych ma szereg Fouriera rozbiezny na zbiorze gestym.
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Niech f:R— R bedzie funkcja okresowa o okresie 2w, ktéra:
e w pojedynczym okresie ma skonczenie wiele punktow nieciggtosci,
e w kazdym punkcie niecigglo$ci ma granice jednostronne,
e w kazdym punkcie® ma warto$é réwna éredniej arytmetycznej granic
jednostronnych,
e jest przedziatami monotoniczna, to znaczy, ze pojedynczy okres moz-
na tak podzieli¢ na skonczenie wiele przedziatow, ze w kazdym z nich
funkcja jest monotoniczna.

Wéwcezas szereg Fouriera funkcji f jest punktowo zbiezny, a f jest jego
suma.

Innymi stowy, funkcje spelniajaca powyzsze warunki mozemy zapisa¢ w postaci sumy
szeregu® trygonometrycznego.

Przyjrzyjmy sie konkretnym przyktadom oraz wnioskom, jakie mozna przy pomocy
tych przyktadéw wyciagnaé¢. Zwracam uwage, ze definiujac funkcje okresows wystarczy
podaé jej wzér na jakimkolwiek przedziale dtugosci 2.

Przyktad 1: Niech f bedzie zdefiniowana wzorem f(z)=xz dla z € (—m, 7).

Poniewaz f jest okresowa o okresie 2w, jej wykres wyglada jak na rysunkach 1 i 2.
Widzimy, ze w nieparzystych wieloktrotnosciach liczby 7 funkcja f jest nieciagta. Jesli
jednak chcemy, aby byta ona sumag swojego szeregu Fouriera, powinnismy w tych punk-
tach przyja¢’ wartosé funkeji réwna éredniej arytmetycznej granic jednostronnych, czyli
w tym wypadku® 0.

Do obliczenia wspdtezynnikéw szeregu Fouriera funkeji f uzyjemy wzordéw (F0), (FA)
i (F'B) pamietajac, ze wystepujace w nich catki oznaczone maja by¢ liczone po przedziale
dhugosci? 2m, ale przedziatl ten mozna wybra¢ dowolnie. W tym wypadku wygodniej
bedzie catkowaé¢ od —7 do m. Wobec tego'?:
1
™

~fa:da::(), Q=

z-cosnrdr=0.

1
ag = —
m

i\\:}

SW punktach ciggloéci to niczego nie wnosi. Chodzi o to, ze w kazdym punkcie nieciggtoéci £o mamy

f (o) = f(xoi);f(xoﬂ .

6Zbieznego punktowo.

"Poniewaz zmiana funkcji podcalkowej w jednym punkcie nie wplywa na wartoéé calki oznaczonej,
szereg Fouriera funkcji f nie zalezy od tego jaka warto$¢ przyjmniemy w punktach nieciaglosci. Jednak
szereg Fouriera w punktach nieciaglosci jest zbiezny do $éredniej arytmetycznej granic jednostronnych
funkcji, wiec lepiej, zeby ta srednia byla wartoscia funkcji.

8Bo granica lewostronna jest réwna m, a prawostronna —.

9Czyli po pelnym okresie funkcji f.

0Pamietajmy, ze catka z funkcji nieparzystej po przedziale symetrycznym wzgledem zera jest zerem.
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" Catkujac przez czeéci.
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Wobec tego dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé

flz)= i 2-(=1)"""-sinnx 9 ginz —sin 2z + 2sin 3z B sindx n 2sinbx B sin 6z

3 2 5 3
Natomiast dla x € (—m, 7) mamy

)
r=)
n=1

2-(=1)"*.sinnx , , 2sin3x  sindxr  2sinbzr  sinbx
=2sinx —sin2zx + — + —
n 3 2 d 3

Podstawiajac do powyzszych wzorow takie wartosci x, dla ktérych jestesmy w stanie
kontrolowa¢ wartosci sinuséw wystepujace w szeregu, bedziemy dostawaé rézne réwnosci,
czasami trywialne, czasami glebokie.

[ tak dla x=0 otrzymujemy, ze zero jest suma szeregu zer. Mato podniecajace. To samo
bedzie dla x =.

Sprébujmy x =7 /2. Pamietajac, ze

.onm { 0 dla n parzystych
sin— =
(=1

2 (n=1)/2 " dla n nieparzystych

otrzymujemy roéwnogé!?
-1

2k+1
7_2 2-(— 1)”+1~sin"2“:§’:2~sin( ;”:iz-(—n i —1)k
e n = 2k+1 = 2k+1 = 2k+1
skad
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Ta r6wnosé jest dalece n1etryw1alna, chociaz jest nam juz znana'?
Przyktad 2: Niech f bedzie zdefiniowana wzorem f(z)=|z| dla x € [—m, 7).

Poniewaz f jest okresowa o okresie 2w, jej wykres wyglada jak na rysunkach 3 i 4.
Widzimy, ze funkcja f jest ciagla.

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, do obliczenia wspotczynnikéw szeregu Fo-

uriera funkcji f uzyjemy wzoréw (F0), (FA) i (FB) z granicami catkowania od —m
do

1 ™
aozﬂ-/\x|dx:7r/2,
2 g cosnm—1
T T '

1 7 2 7
:—-/|x|-cosn:vdx=f-/|$|-COS7”L£BCZ1': 2
s ™9 n

iy
/x cosnx dxr =
0

I
:W-_/ |z|-sinnz dx=0.

12Pjerwsze sumowanie odbywa sie po n nieparzystych, a w drugim numerujemy liczby nieparzyste n
przyjmujac n=2k+1.
3Pamietacie? Rozwiniecie arcusa tangensa w szereg potegowy. Korona3l, strona 252.
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Calke we wzorze na ag obliczamy geometrycznie (patrzac na pole figury pod wykresem).
Calke we wzorze na a,, obliczamy przez czeéci'® (rachunki sg standardowe, wigc je po-
mijam).
Caltka we wzorze na b, jest zerem jako caltka z funkcji nieparzystej po przedziale syme-
trycznym wzgledem zera.

Pewnego uproszczenia wymaga otrzymany wzor na a,:

2 cosnr—1 2 (—1)"—1 _{ 0 dla n parzystych
— - Y

Ay =

7r n?2 T n?2 (m-n?) dla n nieparzystych

2Y

-3 —or - 0 T o 3r

rys. 4

W konsekwencji rozwiniecie funkcji f w szereg Fouriera jest nastepujace:
T X —4cos(2k+1)x  m 4cosx 4cosdr  4cosdr  4cosTw

f(ﬂf):§+kz::0 T-(2k+1)2 2 T 79 25 w49 7
14Stosujac przedtem wzoér
/g(x)dx=2~/g(m) dx
—a 0

prawdziwy dla funkcji parzystej g.

Dzien 41 (pigtek 15 maja 2020) - 306 - Strony 302-307



Jarostaw Wroblewsk: Koronaliza Matematyczna 2, lato 2019/20

Dla x =0 otrzymujemy réwnosc¢

L S

2w (2k+1)27
skad
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7 kropeczkami to wyglada tak:

1 1 1 1 7T2

1 .
+9+25+49+81+ 8

Stownie: Suma odwrotnosci kwadratéw nieparzystych liczb naturalnych jest réwna 72 /8.

Otrzymalidémy wiec kolejny bardzo nietrywialny wzér. Zapewne odczuwamy pewnien
niedosyt, bo wolelibySmy otrzymac¢ warto$¢ podobnej, ale chyba troche bardziej este-
tycznej sumy, a mainowicie sumy odwrotnosci kwadratow wszystkich liczb catkowitych
dodatnich. Nic straconego, okazuje si¢ bowiem, ze jesteSmy o krok od uzyskania takze
wartosci tej sumy. Jesli bowiem oznaczymy
> 1 11 1 1 1
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Wida¢ w tych metodach ogromna site, gdyz bylismy w stanie obliczy¢ sumy szeregow
liczbowych w sytuacji, kiedy sama posta¢ tych sum odbiera nadzieje na ich uzyskanie
prostymi elementarnymi metodami.

15Jedli sie gubisz w tych sumach, rozpisz je sobie z kropeczkami.
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