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63. Skonstruowa¢ funkcje rézniczkowalng f: R — R spelniajaca warunki
f(0)=0 oraz f'(z)=vVar*+223+22 dla zeR.

Rozwigzanie:

Przepisujemy wzor na pochodna funkcji f:

2?+z dla z€(—o0, —1]U[0, +00)
f'(x):\/x4+2x3+132:\/(x2+x)2:‘xz—l—x‘: . B
r*—z dla ze€(—1,0)

Dla z € (=00, —1] zachodzi f'(x) =2+, mamy wiec!

3 2
f(x):/x2+xdx=x—+£+01.

3 2
Dla z € [—1, 0] zachodzi f'(z) = —2*—x, mamy wigc
3 2
= [ —zdr=—-"-" 1 0,.
[ —wa 3 2

Dla z € [0, +00) zachodzi f'(x) =2+ x, mamy wiec
3 2
f(z) :/x2+xdx=%+%+03.
Aby zagwarantowaé warunek f(0) =0, nalezy przyja¢ Co =C3=0
Aby zagwarantowaé zgodnosé okredlenia f(—1), musi byé

(=1, (=1)? (=1)°  (=1)?
Cy=— - C
3 T2 T4 3 y o
czyli
1 1
S+ O ===,
6 1" %
skad C; =—1/3.
Ostatecznie otrzymujemy
3 2 1
% % 3 dla z € (—o0, —1]
3 2
flz)= % % dla ze(-1,0)
3 2
%Jr% dla z€][0,400)
2 2
'Doktadniej: Funkcja g: R — R okreslona wzorem g(x) = 3 + > -+ C7 ma na calej prostej pochodna

3 .2
okreslong wzorem ¢'(x)=2%+z, skad wynika, ze jezeli f(z)=g(z)= % + % +C; dla x € (—o0, —1],

to f'(x)=g'(x)=2?+z dla z € (00, —1) oraz f'(z7)=g'(z) =2’ +z dla z=—1.
2 g2
Co wigcej, wzér f(x)= ?—F?—FC& dla z € (—oo, —1] definiuje wszystkie funkcje rézniczkowalne

f: (=00, —1] = R spetniajace warunki f’(z) =2%+x dla x € (o0, —1) oraz f'(z7)=2?+z dla z=—1.
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64. Funkcja ciagta f:IR — R jest dwukrotnie rézniczkowalna na zbiorze R\ {1}, a jej

pochodna drugiego rzedu jest dana wzorem
f"(x)=6x+6 dla xeR\{1}.

Ponadto wiadomo, ze f(z)=x dla z € {—1,0, 2}. Wyznaczy¢ f(3).

Rozwigzanie:
Poniewaz 2

) (x3+3x2> =6x+6,

a funkcjami o drugiej pochodnej réwnej 0 sa funkcje liniowe, funkcja f jest okreslona

wzorem
*+32°+Az+B dla z€(—o00,1)
flx)=

*+32°+Cox+D dla x€(l, +00)

Przy tym ciagtos¢ funkeji f w punkcie 1 wymaga zgodnosci wartosci okreslonych poda-
nymi wyzej wzorami dla x =1, czyli musi zachodzi¢ réwnosé

A+B=C+D. ()
Warunki f(z)=x dla x € {—1,0, 2} sprowadzaja sie odpowiednio do
—-1=2—-A+B, )
0=8B, (©)
2=20+2C+D. (M)

Rozwiazanie ukladu otrzymanych czterech réwnan (&), (), (V) i (#) prowadzi do
A=3, B=0, C=-21, D=2%.

Ostatecznie

2?4+ 32 + 32 dla z€(—o00,1)
flx)=

234322 21z +24 dla z€]l, +00)
Zatem f(3)=15.

65. Funkcja f:R — R jest rézniczkowalna na calej prostej, a jej pochodna jest dana

wzorem
f(x)=vVax*—822+16.
Ponadto wiadomo, ze f(—3)=—3. Wyznaczy¢ f(3).
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze
2 —4 dla z€(—o0, —2)

f(z)=Va*t—8z2+1 :\/(x2—4)2:‘x2—4‘: 4—2* dla r€[-2,2)

2?—4 dla z€[2,+00)
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Wobec tego
3

%—4x+C’1 dla 7€ (—o00,—2)

3
f(x)= 4x—%+02 dla z€[-2,2)

3
%—41:—1—(73 dla z €2, +00)

Ciaglosé tak okreslonej funkcji f w punktach —2 oraz 2 wymaga odpowiednio spet-
nienia nastepujacych roéwnosci:
3 3 16 16

%—4$+01:4I—%+02 dla z=-2, czyli 3—1-01:—?4-02
oraz
3 3 16 16
4x—%+02:%—4x+03 dla =2, czyli §+02:—§+03.

Ponadto réwnos¢ f(—3)= —3 prowadzi do

3
%—4x+01:—3 dla z=-3, skad C,=-6.

W konsekwencji

32 14 32 46
C’ng’l—i—?:? oraz C’ng’ﬁ—EZE.
Zatem
3
3—43:—6 dla z€(—o0, —2)
314
flx)= 4x—%+§ dla ze[-2,2)
3 46
T _42+2) dla ze 2, +00)
3 3
Ostatecznie 53 6 37
3)=——4-34+—=—.
66. Wiedzac, ze
1
%arcsinx = —
obliczy¢ catke nieoznaczona
/arcsinx dz .

Rozwigzanie:
Dopisujemy do funkcji podcatkowej czynnik 1, po czym wykonujemy calkowanie przez
czedci catkujac czynnik 1 i rézniczkujac arcsinz. Otrzymujemy:
1

1—22

dx .

/arcsinx dr = /1 -arcsing dx = x - arcsing — /ZE .
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W ostatniej calce wykonujemy podstawienie ¢t =1—2% w ktérym stosujemy formalny
wzér dt = —2x dz. Otrzymujemy:

1 1 —2x dx 1 dt
. dr=—— | —m——=— | —m=—Vt+Ci=—vV1—-224+C;.
/:z: V1—22 ‘ 2 J V1—2a? 2 )Vt Vit v !

W konsekwencji

/arcsinx dr=x arcsint++v1—224+C'.

67. Obliczy¢ catke nieoznaczona

:/x2-\3/x—|—1dx.

334/2
Sprawdzi¢, ze J(1)=J(—1)+ 7\0/_, a jesli tak nie jest, poszuka¢ bledu rachunkowego.
Rozwigzanie:
Sposob 1

Dwukrotnie catkujemy przez czesci:

x):/x2.\3/x_’_1dl»:x2.3‘(x_‘_1)4/3 3

z-(z+1)"3de =

4 2
3 43 9 3'($+1)7/3 3 7/3 3.
=" (x+1) I +14 (x+1)"7°dx =
3 5 w3 9 73, 27 10/3
= 2.2 = .. 1 1
17 (x+1) 14:c(a:+) +0 (x+1)"7"+C.
Sprawdzenie:
J(— 1):C,
()fzﬁ——4\/_+m8\/_+0 5’/_——\/_+—x/_+c
_ 105 180 3 108 3 105 180—|—108 3
V2 — .2+ C= C=
70 70 70 V2t 70 V2t
33 4 332
—-V24+C=J(—1 .
70 V2t (=+ 70
Sposob 11

Wykonujemy podstawienie t = /2 + 1, czyli 2 =1>—1 i formalnie dx = 3> dt:

:/x?\3/q;+1d:c:/(t3—1)2-t~3t2dt:3./t9—2t6+t3dt:

3 10 6 7.3 4 3 /3 0 7/3 O
=~ 0T SO = DB (41D (a4 D)4 O
10 -t + O(az—ir) 7(9c~|—) —|—4(az+) +
Sprawdzenie:

J(-1)=C,
J(1):3-8€’/§—§-4€’/§+§.2€’/§+C= 2_7 €f+ V240 =

168 240 105 168 24o+105
= 32—— \3/_+ V240 = 0 V240 =
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33 ; 3372
= _— .2 — —1 _
= V2+C=J(-1)+ 0

Sposob 111
Wykonujemy podstawienie t =x+1, czyli =t —1 i formalnie dx = dt:

J(m):/xz'\3/a:+1da::/(t—1)2'%dt:/t7/3—2t4/3+t1/3dt:

3 o3 6 73 3 s 3 103 O 73, O 4/3
= 2 OB 2B B 0= 2 (4 )OB 2 (a4 1) (z+ )Y C
10 - +4 + 10 (x+1) 7(x—|—) +4(x+) +

Sprawdzenie jak w sposobie II.

68. Obliczy¢ catke nieoznaczona
2

/x dz
%x+2 .

Rozwigzanie:

Dwukrotnie catkujemy przez czesci:

2

+§-/($+2)5/3 dx =

l‘2

3. 92 5/3
.xz.(l‘+2>2/3_3.x.ﬁ

5

N | o

_3 2 w2 e+ 2 w2 4O
2 5 40

Uwagi:

Dang w zadaniu catke mozna réowniez obliczy¢ catkujac przez podstawienie t =z + 2
lub ¢t = V/x +2.

Catkowanie przez podstawienie musi prowadzi¢ do tego samego wyniku, ale moze by¢
on w innej postaci — dopiero po wykonaniu odpowiednich przeksztatcen mozna stwierdzi¢
zgodnos¢ obydwu odpowiedzi.
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