Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

Rozwigzania niektorych zadan z listy 13.

737. Dowies¢, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
2%.n<2"4-2%.
Rozwigzanie:
Dowdd nieréwnosci podzielimy na dwa przypadki.
Przypadek pierwszy: n < 32.
Dla n < 32 zachodza nieréwnosci
2%.n<2%.32=2%.2"=2% < 2" 4. 2%
skad wynika prawdziwos¢ nierownosci danej w zadaniu.

Przypadek drugi: n > 33.
Przeprowadzimy dowod indukcyjny.

1° Dla n =33 poréwnujemy lewa i prawg strone nieréwnosci danej w tresci zadania:
L=2%.33,
P=23342%8=93,95.93_-933439.933-33.9%
skad L= P.
2° Niech n > 33 bedzie taka liczbg naturalna, ze
2% . < 2" 2%,

W celu przeprowadzenia zasadniczej czeéci dowodu indukcyjnego chcemy wykazaé, ze
z powyzszej nieréwnosci wynika nieréwnosé

233‘<7’L+1)<2n+1+238.

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
oraz z nieréwnosci n > 33 otrzymujemy

_[/:233‘(,”_}_1):233.,'1_1_233<2n_|_238_'_233<271_'_238_’_271:27’L-|—1_|_238:P7

co konczy dowdd indukeyjny.

738. Wyznaczy¢ takg liczbe rzeczywistg A, ze funkcja f okreslona wzorem

=42 . 220
f(x): 1—cosz
A dla z=0

jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.
Rozwigzanie:

Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy

fF(h)— £(0) PO A h—In(14h)— A+ Acosh

L o B
J(0) = lim === 22 = i =55 —— = lim, h—hcosh

(1)
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Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0’
zastosowac regute de I’Hospitala.
= lim .
h—01—cosh+hsinh

f'(0) (2)

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone ;, mozemy wigc po raz drugi zastosowac¢
regute de I’Hospitala.

1 .
1—1+—h—Asmh

—L_ — Acosh
/(0) = lim L2 . 3
10) h—0 2sinh+ hcosh (3)
Przy h — 0 otrzymujemy iloraz %, co ma posta¢ nieoznaczong % dla A=1. Wowczas
mozemy po raz trzeci zastosowac¢ regute de I’Hospitala.
72 .
5 +sinh -9
£(0) = lim — ) == (4)

- h—03cosh—hsinh 3
Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A =11 woéwczas f'(0) =—2/3.

739. Obliczy¢ granice

- Vn? N Vn2+7 Vn?+14 Vn?+21 Vn?+28
=\ (n+A)?  (n+A°’+1 (n+A°+2 (n+A)>4+3 (n+A)°+4

V2 +Tk - V(n+7)2—21 . V(n+7)2—14 . \/(n+7)2—7+ \/(n+7)2>

(n+A%+k " (n+B)’-3  (n+B)’-2 (n+B)’-1 (n+B)
dla tak dobranych liczb catkowitych A < B, aby zadanie mialo sens.
Rozwigzanie:

Poniewaz ostatni sktadnik sumy wystepujacej w zadaniu moze by¢ zapisany jako

JOt+T? P Tan+49 V27 (2n+7)

(n+B)*>  n*+2Bn+B>  n2+2An+ A2+ (2(B—A)n+ B2 — A?)’

cata suma przybiera postac

N /n2 47k 5)
izo (n+ A’ +k’
gdzie

N(n)=2n+7=2(B—A)n+B*— A?, (6)

i w konsekwencji ma N (n)+1=2n-+8 sktadnikéw. Aby zadanie mialo sens, dla kazdego n
obie wartosci N(n) okreslone réwnaniami (6) musza by¢ réwne.

Aby prawa réwnosé (6) zachodzita dla kazdej liczby naturalnej n, odpowiednie wspo6t-
czynniki po obu jej stronach musza by¢ réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu
rownan: 2 = 2.(B—A) 1 = B—A

{7 = B?-A? {7 = (B—A)-(B+A)

Dzielac stronami drugie rownanie przez pierwsze otrzymujemy 7= A+ B, co prowadzi
do A=31iB=4.
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Przystepujac do rozwiazania wlasciwej czesci zadania szacujemy sume (5) obustronnie
mnozac liczbe sktadnikéw przez utamek, w ktérym wykonano niezalezne szacowania
na poziomie licznikéw i mianownikéw:

N R = N (n+ 7

2n+8) —+5 < < (2n+8)-r—
a nastepnie kolejno obliczamy granice oszacowan dolnego i gérnego przy n — +oo.
Otrzymujemy N (2n+8)-n 9.8
(2n+8)- = = s —2
(n+4)2 (n+4)2 (1 + é)
oraz X :
n+7)?2  (2n+38)- 7 242)-(1+ =

(n+3)? (n+3)? (1+§)2
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze granica danego w zadaniu

wyrazenia jest rowna 2.

Odpowiedz: Zadanie ma sens dla A=3, B=4 i woéwczas dana w zadaniu granica
jest réwna 2.

740. Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne % a, o wyrazach dodat-
n=1

nich speliajace warunek
[e.e] o0 9
D an=) =
n=1 n=1

Rozwigzanie:
Niech ¢ bedzie ilorazem szeregu geometrycznego Z a,. Wowczas dodatnios¢ wyrazow

i zbieznos¢ szeregu pociagaja nieréwnosci a; >0 oraz 0 <q<1, awyrazy szeregu wyrazaja
sie wzorem a,, = a;¢"!. Ponadto ze wzoru na sume szeregu geometrycznego

o
> an=

n=1 1_q

Poniewaz wyrazy szeregu
oo
> ap
n=1
wyrazaja sie wzorem
ad=a ()",

szereg ten jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a2 i ilorazie ¢?. Wobec
tego

%)
> at =
n=1
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Zatem warunki podane w tresci zadania przyjmuja postac

a a?
1—1q: 1—1q2 =9,
co po przeksztatceniu prowadzi do uktadu réwnan
{ ap = 9-(1—q)
ai = 9-(1-q)-(1+q)
Podstawienie a1 =9- (1 —¢) do drugiego réwnania daje
81-(1-¢)*=9-(1-¢q)-(1+4q),
skad po uwzglednieniu g#1 i podzieleniu obustronnie przez 9-(1—gq) otrzymujemy kolejno
9-9¢=q+1,
q=4/5, a;=9/5.

Odpowiedz: Jedynym szeregiem geometrycznym spekliajacym warunki zadania jest

szereg
> Q. 4n—1

P

741. Obliczy¢ granice

. Vn24+n—nb
im
oo <\/n4 +n— n2>k

dla tak dobranej wartosci parametru k, aby granica ta byta dodatnia i skonczona.

Rozwigzanie:

Stosujac dwukrotnie (raz na poziomie licznika i raz na poziomie mianownika) wzér na r6z-
nice kwadratow w postaci
a?—b?

=
“ a+b

otrzymujemy

I vnl24+n—nb I n Vnt+n+n? g
11m = l1m .
”—*00( n4—|—n—n2)k =00/ ni2 44 nb n
k

y N5 T+n3+1 K . ( 1+n—3—i—1) n=?
= lim . = lim .

n=00 /1+n—11+1 n=—00 /1+n—11+1 n—k

k
(VI+nT+1)" 5 2F

= lim pbh = =gkl
n—oo

V1i+n1141 2

n—1

oile k—=5=0, czyli k=5.

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ma wartos¢ 16 dla k=5.
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W kazdym z kolejnych 10 zadan podaj w postaci uproszczonej kresy zbioru oraz okresl,

czy kresy naleza do zbioru.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbidr liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

742. Z:{%: m,neN A 22m:44n}
infZ — 2 (NIE)

743. Z:{—: mneN A 22" = 1616n}
inf Z — 4 (NIE)

744. 7 — {f: mneN A 44" = 1616”}
inf Z = 400 (NIE)

745. Z:{—: m,n€eN A 33" 22727n}
infZ =3 (NIE)

746. Z:{ (=1)" :neN}
inf Z=-1/5 (TAK)

747. Z:{ (=1)" :nEN}
infZ=-1/6 (TAK)

748. Z:{ (__1)” :nEN}
inf Z=-1/4 (TAK)

749. Z = {Z —arctgz: x €0, +oo)}

infZ =

S

—7; (TAK)

750. Z = {g —arctgr : x €0, +00)

——

1
infZ = —— (TAK)

NI

751. Z

3
{Z—arctgx: z €0, —i—oo)}

3
iz Y3_™ (TAK)
4 6
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sup Z =3 (TAK)

sup Z =6 (TAK)

sup Z = —oo (NIE)

sup Z =4 (TAK)

sup Z=1/16 (TAK)

sup Z=1/18 (TAK)

sup Z=1/19 (TAK)

sup Z =+oo (NIE)

sup Z =+oo (NIE)

sup Z = +oo (NIE)
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