Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

Kolokwium nr 10: poniedziatek 13.01.2020, godz. 10:15-11:00, material zad. 1-615.
Poziom standardowy (z my$la o ocenie co najwyzej dobrej)

10. Pochodna funkcji. Twierdzenia Rolle’a i Lagrange’a.

Zadania do samodzielnego rozwigzania.
Pomoc w rozwigzaniu tych zadan mozna uzyskac¢ na éwiczeniach grupy 5

w czwartki 19.12.2019 i 9.01.2020 — nie beda omawiane na éwiczeniach grup 1, 2, 4.

Obliczy¢ pochodng funkcji zmiennej x o podanym wzorze. Podaé¢, w jakim zbiorze
istnieje pochodna. Rozstrzygnaé¢ istnienie pochodnych jednostronnych w punktach nie-
rozniczkowalnosci.

Uwaga: {z} oznacza czes¢ utamkowa liczby x.
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Obliczy¢ f'(2).
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Zadania na ¢éwiczenia 16,19.12.2019, 7,9.01.2020 (grupy 1, 2, 4).

Zadania nalezy sprébowaé rozwigzaé przed éwiczeniami.
592. Niech f(z)= v/22. Korzystajac z definicji pochodnej obliczy¢ f/(8).
593. Niech f(x)=a°. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na f’(z).

594. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodna funkcji f
1

okreslonej wzorem f(x)=—.
T

595. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzor na pochodng funkcji f
1

okreslonej wzorem f(x)=—.
] f(z) NG
596. Korzystajac z definicji pochodnej wyprowadzi¢ wzoér na pochodng funkcji f
okreslonej wzorem f(x)=+v/z2+1.
Uwaga: W tym i poprzednich zadaniach nie wolno korzysta¢ z reguty de 'Hospitala lub
w inny sposob omijaé bezposrednie korzystanie z definicji pochodnej.

597. Korzystajac ze wzoréw na pochodna iloczynu i ztozenia funkcji oraz ze znajo-
mosci pochodnych funkcji potegowych wyprowadzi¢ wzoér na pochodng ilorazu.

598. Obliczy¢ pochodng funkcji f okreslonej wzorem

fle)=vVyv1i4a2-1.

Podaé¢, w jakim zbiorze istnieje pochodna. Rozstrzygnaé istnienie pochodnych jedno-
stronnych w punktach nierézniczkowalnodci.

2

599. Wyznaczy¢ punkt przeciecia stycznej do wykresu funkcji f(x) =2° w punk-

cie (2,4) z osia OY.
600. Wyznaczy¢ punkt przeciecia stycznej do wykresu funkcji f(z) =e® w punk-
cie (0,1) z osia OX.

601. Wyznaczy¢ punkt przecigcia prostych stycznych do wykresu funkcji f(z) = x*
w punktach (—1,—1) i (2,8).

602. Wyprowadzi¢ wzor na pochodna funkcji

x)= i
/(@) 7+ costx —cos?x
Doprowadzi¢ wzor na pochodng do mozliwie najprostszej postaci.

7+sin*x —sin’x

Obliczy¢ pochodng funkcji zmiennej x o podanym wzorze. Podaé¢, w jakim zbiorze

istnieje pochodna.
Wskazéwka: AP =ePn4,

603. z*° 604. zV° 605. (Inz)* 606. z°°

607. Wyznaczy¢ réwnanie prostej, ktora jest styczna do obydwu nastepujacych pa-
rabol: paraboli o réwnaniu y = 22 oraz paraboli o réwnaniu y = 2% — 8x.
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608. Rozstrzygnaé, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(z)= /23 +5 jest 16z
niczkowalna w zerze.

609. Rozstrzygna¢, czy funkcja f:R — R okreslona wzorem f(x)= v/z4+ 15 jest réz-
niczkowalna w zerze.

610. W kazdym z zadan 610.1-610.7 podaj w postaci liczby catkowitej lub
ulamka nieskracalnego wartos$ci pochodnej funkcji w trzech podanych punktach.

610.1. fi(z) =In(2°+1)

fil)y=............ (2)= ... 1B)= ..
610.2. fo(z)=arctg <x2>
()= H(2)= .. ... Z(B3)= ...
610.3. f3(z)=+v24x+1
f50)= ... s()= . d(2)= ...
610.4. fy(z)= Va2 —x+8
(=)= A0)=. (D)=
1
610.5. f3(r) = ————s
(=)= S0)=..... ()=
1
610.6. fs(z)= T,
fo(=)=............ c(0)=............ c(D)=............
610.7. fr(z) =8z +1- V722 +1
F0)y=............ )= 3=

611. W kazdym z zadan 611.1-611.7 dla podanej funkcji f; : R — R podaj wartosci
pochodnych jednostronnych funkcji f; w zerze.

611.1. fi(z) =V V222 +1—1 07)= o O =
611.2. fo(x)=VVa?+4—2 207)= £ =
611.3. f3(x) = V822 +81—9 0 )= O =
611.4. fo(z)=VVa2P+1—1 07 )= e 0T =
611.5. f5(x) = V222111 07)= ..o o= .........
611.6. fi(z) =V Va2 1+ 16—2 07)= oo 0=
611.7. fo(x) =V /8221 81 —3 07) = O =
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612. W kazdym z zadan 612.1-612.4 funkcja g;:R— R jest funkcja odwrotng do fun-
keji f; : R — R okreslonej podanym wzorem. W kazdym z tych zadan podaj w postaci
liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego wartosci pochodnej funkcji g; w trzech
podanych punktach.

612.1. fi(z) =242z

gi0)=........... gi2)= ... gi(130)= ...........
612.2. fo(x)=x"+x

gs(0)= ... G(2)= ... g5(130)= ...........
612.3. f3(x) =2+ 5z

gy(0)=............ ga(6)=............ gy(42)= ...
612.4. fi(z) =2 +5z

g (0)= ... gy (6)=............ g(42)=............

Zadania na konwersatorium w poniedziatek 7.01.2020 (godz. 8-10, EM).

613. Funkcja f: (0, +00) —R jest okreglona wzorem f(z)=1+xz+2/x. Funkcja g jest
ztozeniem 100 egzemplarzy funkcji f: g(x) = f(f(f(... f(f(z))...))). Obliczy¢ ¢' (100).

614. Na potrzeby tego zadania funkcje f:R— R nazwiemy trefloré6zniczkowalng w

punkcie xg, jezeli istnieje granica
f-?- (o) :}Lii%f(xﬂ“'h) hf(xo h) 7

ktora to granice nazywaé bedziemy treflopochodng funkcji f w punkcie zg.

a) Dowiesé, ze jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xg, to jest trefloréinicz-
kowalna w x¢ i wyrazié f*(xq) w zaleznoéci od f’(xg).

b) Podaé przyktad funkcji f:R—R treflorézniczkowalnej w zerze, ktéra nie jest roz-
niczkowalna w zerze. Uzasadni¢ poprawnos$¢ podanego przyktadu.

W nastepujacym zadaniu wykorzysta¢ twierdzenie Lagrange’a oraz wtasnos¢ Darboux
funkeji ciaglych (przypomnienie: funkcja rézniczkowalna jest ciagta).
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615. Funkcje fi, fo, f3, ..., fi2 sa okredlone i rézniczkowalne na calej prostej rzeczy-
wistej, a ich pochodne sg ciggte. Ponadto

[B)=1, [1(5) =2,

f2(0)=3, f2(4):—1,

f3(—5 =0, f3(1 ):10,

fi(1)=2, v fi(z) #1,

f5(0)=0, f5(2)=10, Yfé(x)%l
f6(0)=7, v f5(z)>2,

f(3)=5, ¥ fi(z) > -1,

fs(=2)=0, fs(0)=10, fs(3)=4,
fo(=1)=0, fo(1)=100, f4(3)=40,
fio(1)==5, fuo(11) =5, ¥ 0< fiy(z) <
f1(0)=0, fu(100)=0, v —1<f{(z )<2,
f12(~100) = 100, f15(100) =100, ¥ —100< f () < 100.

A) Dowiesé, ze dla co najmniej trzech funkcji f; zachodzi warunek
v fi(x)#0

B) Dowiesé, ze dla co najmniej dwoch funkeji f; zachodzi warunek

3 file)=—
C) Dowiesé, ze dla co najmniej siedmiu funkeji f; zachodzi warunek
fi(0) #1
D) Dowiesé, ze dla co najmniej czterech funkcji f; zachodzi warunek
£1(99) >0
E) Dowiesé, ze dla co najmniej dwoch funkeji f; zachodzi warunek
3 file)=
F) Dowies¢, ze dla co najmniej jednej funkcji f; zachodzi warunek
3 file)=
G) Dowiesé, ze dla co najmniej trzech funkcji f; zachodzi warunek
/ e
H) Dowiesé, ze dla co najmniej siedmiu funkeji f; zachodzi warunek
fi(1) #38
I) Dowies¢, ze dla co najmniej czterech funkcji f; zachodzi warunek
3 (0 =13

J) Dowiesé, ze dla co najmniej jednej funkcji f; zachodzi warunek
i(c)=fild) =7
3, H0=h(d)
K) Dowiesé, ze dla co najmniej dziewieciu funkcji f; zachodzi warunek

3, Hie)= 11(d)
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