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KOLOKWIUM nr 8, 9.12.2019, godz. 10:15-11:00

Zadanie 14. (10 punktéw)
Niech funkcja f:[1, co) — R bedzie dana wzorem f(z)= '¥/x.
Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y € [1, co) zachodzi nier6wnosé

[z —y|
@)= Fl < 5~

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy lewsg strone dowodzonej nieréwnosci stosujac czterokrotnie wzér na roz-

nice kwadratéw!, a nastepnie szacujemy korzystajac z nieréwnoéci z, y > 1:

) — —| 16/ — 16/7] = 2 —y| S
F@)— ) =| Yz - 93] (Vo+ 95) (Yot 00)- (Vat 00) - (Vat )
[z —y| _lz—y|

SV 91) (Vi 90) - (Vi 90) - (VievD) . 16

co konczy dowdd danej w tresci zadania nierownosci dla dowolnych z, y > 1.

IMozna réwniez zastosowaé ogdlny wzér na réznice n-tych poteg dla n=16.
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2.5
Zadanie 1D (10 punktéw) .\/ﬁﬂﬂ

v |

vz
Niech An = \/5 . gdzie /2 wystepuje n razy, a potegowanie jak zwykle
wykonujemy od goéry. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

A, <2,5=35.
Rozwigzanie:
Przeprowadzimy indukcyjny dowdd nieréwnosci
5
A, <—-.
2

1° Dla n =1 mamy

A1=\/§5/2=\/\/3_2<\/\/%=\/6=E<E:2, @)

zatem dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa?.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze

5
A, < 3 (&)
Wykazemy, ze wowczas
5
A <5 (<)

Zauwazmy, ze
Ap
A= (VD)™
wobec czego po skorzystaniu z zalozenia indukcyjnego (&) oraz z nieréwnosci a® <a¥ dla
a>11x<y,ipo uwzglednieniu udowodnionej wezesniej nieréwnosci (M), otrzymujemy
An 5/2 5
An+1 = (\/5) < (\/§> =A< 5 R
co koriczy dowdd nieréwnosci ().
Na mocy zasady indukcji dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby
naturalnej n.

2Mozna tez sprowadzié nieréwnoéé A; < 2,5 do postaci 27 < 54, czyli 512 < 625.
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