Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

Egzamin, 5.02.2020, godz. 9:00-13:20

Zadanie 1 1. (10 punktéw)

27
Dowies¢, ze liczba log(9/5) (25> jest niewymierna.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy dowod nie wprost. Zal6zmy, ze liczba log g s (%) jest wymierna i niech
m/n bedzie jej przedstawieniem w postaci ilorazu liczb naturalnych (zauwazmy, ze jest
to liczba dodatnia, bo podstawa logarytmu i liczba logarytmowana sa wieksze od 1).

Wowezas otrzymujemy kolejno
27 m
logg/5) %)=

(9)’”/"_27
5 257

5 -(G)
5 25)
9m.25"=27".5".
Wykazemy, ze powyzsze rOwnanie nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych m, n.
Rozktadajac obie strony powyzszej rownosci na iloczyny poteg liczb pierwszych otrzy-

mujemy

32m . 52n — 33n . 5m )
Z twierdzenia o jednoznacznosci rozktadu liczb naturalnych na czynniki pier-
wsze wynika, ze wykltadniki przy odpowiednich potegach liczb pierwszych
po obu stronach réwnosci sag réwne, co prowadzi do nastepujacego uktadu rownan:

2m = 3n
2n = m

Rozwiazujemy uktad réwnan i stwierdzamy, ze 3n = 2m = 4n, skad istnieje jedyne
rozwiazanie rzeczywiste m =n =0, ktére nie jest rozwigzaniem w liczbach naturalnych.

Doszlismy do sprzecznosci z zatozeniem, ze liczba log g s (g—g) jest wymierna.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze liczba logg s (g—g) jest niewymierna.
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Zadanie 1 2. (10 punktéw)
Wyznaczy¢ taka liczbe rzeczywista A, ze funkcja f okreslona wzorem

€3 —e2 —1In (1+x)
fz) = v’
A dla =0
jest rozniczkowalna w zerze. Obliczy¢ f/(0) dla tej wartosci parametru A.

Rozwigzanie:
Korzystajac z definicji pochodnej otrzymujemy

dla z#0

3h

f(h) = f(0) W—A 3 e _In (14 h) — AR
h .

= Hm h = Hm 13

! o .
£'(0) = Jim 1)
Przy h— 0 w ostatniej granicy otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec

0’
zastosowac regute de I’Hospitala.
o 3e3h—2e2h — L _ 24}
f'(0)=lim T : (2)

Przy h— 0 otrzymujemy wyrazenie nieoznaczone 2, mozemy wiec po raz drugi zastosowaé

0’
regute de I’Hospitala.

(+h)? . (3)

Przy h — 0 otrzymujemy iloraz 6_02‘4, co ma posta¢ nieoznaczona % dla A=3. Wowczas

mozemy po raz trzeci zastosowac regute de 1’Hospitala.
97e3h _ge2h _ 2 17

/ 1 (1+h)3

Odpowiedz: Funkcja f jest rézniczkowalna dla A =3 i wéwcezas f'(0) =17/6.
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Zadanie 1 3. (10 punktéw)
Obliczy¢ granice (ciagu)

1 1 1 1
lim + + + +...
”_’°°<\/n4+n3—n2 Vni4nd+1l—n?2 Vni4nd34+2—n2 Vnt4+nd3+3-—n?

1

+ +...
vVni+n3+k—n?

1 1 1
oot + + .
Vnt4nd+n—2-—n?  ni4ndi+n—1-n? \/n4+n3+n—n2>
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy i szacujemy wyrazenie pod znakiem granicy (uwzgledniajac, ze jest to
suma ztozona z n+1 sktadnikéw), a nastepnie przechodzimy z n do +o00 w oszacowaniach
dolnym i gérnym:
i 1 _i\/m—i—nz_i\/m—iﬂ”ﬂ
iZovVnit4end+k—n? D) nt4+nd+k-nt [T n3+k
" oVnt+nd+k4n? Vnt+0+0+4n?

Y

> (n+1)- 2,
= n+k > ) n3+n -
ny/nt4nd 4 k4n? Vnt+nd+n+n?
> 5 <(n+1)- —2.
= n3+k n3+0

k

Poniewaz oszacowania dolne i gorne daza do wspdlnej granicy rownej 2, na mocy
twierdzenia o trzech ciggach dana w zadaniu granica istnieje i ma wartosé¢ 2.

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ma wartos$¢ 2.
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Zadanie 14 (10 punktéw)
Wyznaczy¢ wszystkie zbiezne szeregi geometryczne § a, o wyrazach dodatnich
n=1

spetiajace warunki
[e.e] o0
> a,=5  oraz Sai=15.
n=1 n=1

Rozwigzanie:
o0
Niech ¢ bedzie ilorazem szeregu geometrycznego 3. a,. Wéwczas dodatnios¢ wyrazow
n=1
i zbieznos¢ szeregu pociagaja nieréwnosci a; >0 oraz 0 < g <1, a wyrazy szeregu wyrazaja
sie wzorem a,, = a;¢"!. Ponadto ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
> =
ap = .
n=1 11— q
Poniewaz wyrazy szeregu
oo
> a,
n=1
wyrazaja sie wzorem
2 _ 2 (,2\"1
a, =aj - (q ) ,
szereg ten jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a? i ilorazie ¢*. Wobec

tego
af

o 2
Sai=
n=1 " 11— q2
Zatem warunki podane w tredci zadania przyjmuja postac
aq CL%
=5 oraz

1— 1—¢?
co po przeksztatceniu prowadziq do uktadu réwnan !
ap = 5-(1—gq)
{ ai = 15-(1—q)-(1+q)
Podstawienie a; =5+ (1 —¢q) do drugiego réwnania daje
25-(1—¢)’=15-(1—q)-(1+q),
skad po uwzglednieniu g#1 i podzieleniu obustronnie przez 5-(1—¢q) otrzymujemy kolejno
5—5Hg=3q+3,
q=1/4, a;=15/4.

—15,

Odpowiedz: Jedynym szeregiem geometrycznym spetniajgcym warunki zadania jest
szereg
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Zadanie 19 . (10 punktéw)
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f okreslonej wzorem
f(z)=2* V42 +4x+1
na przedziale [—3, 3] oraz podaé¢, w ktérych punktach te wartosci sa osiagane.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

20+1 dla z€[-1/2, 400)

Vadr?+4r+1=/(2e+1)?=2z+1| =
—2rx—1 dla z€(—o00, —1/2)

a zatem wzor na funkcje f mozemy zapisa¢ w postaci
?=2r—1 dla ze€[-1/2,3]
d x)_{ 2242x4+1 dla ze[-3, —1/2)
W konsekwencji pochodna funkcji f wewnatrz przedziatu [—3, 3| jest dana wzorem
20—-2 dla ze(—-1/2,3)
fe)= { 20+2 dla ze(—3, —1/2)

W punkcie —1/2 pochodna moze nie istnieé¢, jednak nie ma potrzeby rozstrzygaé jej
istnienia — wystarczy dotaczy¢ ten punkt do listy punktéw, w ktorych obliczymy wartosé
funkcji f.

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:

1° W przypadku z € (—1/2, 3) réwnanie f’'(z)=0 sprowadza si¢ do réwnania 2x—2=0,
co ma rozwiazanie x = 1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (—1/2, 3).

2° W przypadku z € (—3, —1/2) réwnanie f’(x)=0 sprowadza si¢ do 2z+2=0, co ma
rozwiazanie x = —1, ktére nalezy do rozwazanego przedziatu (-3, —1/2).

Poréwnamy wartosci funkeji f w pieciu punktach:
e konce przedziatu: —3 1 3,
e miejsca zerowe pochodnej: —11 1,
e punkt, w ktérym podejrzewamy, ze pochodna nie istnieje: —1/2.

Odpowiedz: Dana funkcja na podanym przedziale osiaga warto$¢ najmniejszg réw-
ng —2 w punkcie 1, a warto$¢ najwiekszg rowng 4 w punkcie —3.
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Zadanie 1 0. (10 punktéw)

W kazdym z zadaii 16.1-16.5 podaj w postaci uproszczonej (np. liczby wymierne
muszg by¢ zapisane w postaci liczby catkowitej lub utamka nieskracalnego) kresy zbioru
oraz napisz, czy kresy naleza do zbioru (napisz TAK albo NIE, ewentualnie T albo N).

Kres moze by¢ liczba rzeczywista lub moze by¢ réwny —oo albo +o0o = o0.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezbtednie (i w postaci uproszczonej) oba kresy
i poprawnie okreslisz ich przynaleznos¢ do zbioru, otrzymasz 2 punkty.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie (i w postaci uproszczonej) oba kresy
i poprawnie okreslisz przynalezno$¢ jednego z nich do zbioru, otrzymasz 1 punkt.

Za kazde zadanie, w ktérym podasz bezblednie oba kresy (ale co najmniej jeden
w postaci razaco nieuproszczonej) i poprawnie okreslisz ich przynalezno$¢ do zbioru,
otrzymasz 1 punkt.

Za pozostale zadania nie otrzymasz punktow.

N={1,2,3,4,5,...} oznacza zbiér liczb naturalnych (catkowitych dodatnich).

16.1.A:{n2_26:n6N} Ocena .......
infA=-1 supA=1/10
Czy kres dolny nalezy do zbioru A TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru A TAK
16.2. B:{n3—26: neN} Ocena .......
inf B=-1/18 supB=1

Czy kres dolny nalezy do zbioru B TAK

1
16.3.C:{MHEN} Ocena .......
infC'=-1/10 supC=1/6
Czy kres dolny nalezy do zbioru C' TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru C TAK
16.4. D:{B”—% : nEN} Ocena .......
inf D=-1/17 supD=1
Czy kres dolny nalezy do zbioru D TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru D TAK
1
16.5. E:{5"—26: nEN} Ocena .......
inf £=-1 sup E=1/99

Czy kres dolny nalezy do zbioru £ TAK Czy kres gorny nalezy do zbioru £ TAK

Egzamin 5.02.2020 -6 - Odpounedzi i rozwigzania
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Zadanie 21 . (10 punktéw)
Niech funkcja f: (0, +00) — R bedzie okreslona wzorem
f(x)=yz—10ln z.
Rozstrzygnac, ktora z liczb jest wigksza:
F(1600) + £(1602) = —67,54267816... czy  2-f(1601) = —67,54267816... ?

Rozwigzanie:
Rézniczkujac dwukrotnie funkcje f otrzymujemy
1 10
/ S —
oraz ) 10
14 - e
f (x)_ 4‘$3/2+I2’
skad nieréwnos$é f”(x) <0 jest réwnowazna kolejnym nieréwnosciom
1 10 0
IE + 22 <Y
1 10
4387 g2
VvV >40),
x> 1600.

Zatem f jest $cisle wklesta w przedziale [1600; +00), skad

f@ﬂ;f@)<f(x;y>’

czyli

@)+ <2 £ (20)

dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych dodatnich x,y > 1600.
W szczegdlnosci
f£(1600) + £(1602) < 2- f(1601) .
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Zadanic 22 (10 punktéw)

Niech A”:\I2+J2+\/2+"'+ \/2+\/2+\/§, gdzie v/ oraz 2 wystepuja po n razy.

Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé¢ A,, < 2.

Rozwigzanie:
Przeprowadzimy indukcyjny dowdd nieréwnosci
A,<2.
1° Dla n =1 mamy
A =v2<2,

zatem dowodzona nieréwnosc jest prawdziwa.

2° Niech teraz n bedzie taka liczbg naturalna, ze
A, <2. ()

Wykazemy, ze woéwczas
Api1<2. (<)

An+1 =V 2+Ana

wobec czego po skorzystaniu z zatozenia indukcyjnego (db) otrzymujemy

Apir =2+ A4, <V2+2=41=2,

co konczy dowdd nieréwnosei ().

Zauwazmy, ze

Na mocy zasady indukcji dowodzona nieréwnosé jest prawdziwa dla kazdej liczby
naturalnej n.
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Zadanie 23« (10 punktéw)
Dana jest funkcja f:[—1, 1] — R okre$lona wzorem f(x)=+/222+2. Dowies¢, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x, y € [—1, 1] zachodzi nier6wnosé

[f (@)= fWl<|z—yl.
Rozwigzanie:
Dla z =y dowodzona nier6wnos¢ jest oczywista, natomiast przy x #y z twierdzenia
Lagrange’a o wartosci sredniej wynika réwnosé
[f (@)= fWl=1f () lx—yl,
gdzie ¢ jest pewna liczba lezaca miedzy z i1 y. Rozwiazanie zadania bedzie zakonczone,
jesli wykazemy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x € [—1, 1] zachodzi nier6wnosé
()| <1. (5)
Dla =0 powyzsza nieréwnos¢ jest oczywista wobec f'(0)=0, a dla x#0 bezposrednie
wyliczenia polaczone z nieréwnoscia |z| < 1 prowadza do:
2x 2-|x| 2 2 2
f/ T = ‘ = = < = —
(@)l V2ri+2| V222 2+ 2 \2+2 VA4

co konczy rozwigzanie zadania.

2
:—:17
2
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Zadanic 24 . (10 punktéw)
e 1

An2 -9~

Obliczy¢ sume szeregu »_
n=1
Rozwigzanie:

Szukamy takich liczb A i B, ze
I 1 A N B
4n?2—9  (2n—3)(2n+3) 2n—-3 2n+3’

Po wymnozeniu prawej réwnosci stronami przez (2n —3)(2n+3) otrzymujemy

1=A(2n+3)+B(2n—3). (%)
Dla n=3/2 otrzymujemy A =1/6, natomiast przyjecie n=—3/2 daje B=—1/6.
Inny sposdb: poréwnujge w réwnaniu (*) wspélczynniki przy n oraz wyrazy wolne dosta-
jemy uktad réwnan i go rozwigzujemy.

Zatem N-ta suma czesciowa danego szeregu wyraza sie wzorem
N 1 1N 1 1
SN:nzléln?—Q:6nzl<2n—3_2n+3):
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(G5 9+ e) )+ )+ )+
1 1 1 1 1 1
(2N—7_2N—1>+<2N—5_2N+1)+<2N—3_2N+3>):

IR NS U S WS NS WU VA 0 C SR SRR SR
“6\—-1 1 3 2N—-1 2N+1 2N+3) 6\3 2N—-1 2N+1 2N+3)’
co przy N dazacym do +oo zbiega do 1/18.

+

Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg ma sume réwna 1/18.
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Zadanie 29« (10 punktéw)
Wyznaczyé¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kresy zbioru

Z={Vn®+9n+20—n:neN}.
Rozwigzanie:
Przeksztatcajac wyrazenie definiujace dany w zadaniu zbior otrzymujemy:
9 n?*4+9n+20— (n—l—% ’

9
\/n2+9n+20—n:\/n2+9n+20—(n—i—)—l—: )9 +
2) 2 Vn?+9n+20+(n+3)

- n?4+9n4+20-n*-9n—-5 9 1/4 9

= fo=— +.
ViZ+9n+20+ (n+3) 2 Vn2+9n+20+ (n+3) 2
7 otrzymanej postaci wynika, ze podane wyrazenie rosnie wraz z n, a przy n — oo dazy
do 9/2.

Dla zakonczenia rozwigzania wystarczy odnotowaé, ze w ciggu rosngcym pierwszy
wyraz (tu réwny +/30—1) jest najmniejszy, a kresem gérnym zbioru wyrazéw jest granica
ciggu.

Odpowiedz:

Kres dolny danego zbioru jest rowny /30— 124,48, a kres gorny 9/2=4,5.

9_
-~
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Zadanie 20 . (10 punktéw)
Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 3 zachodzi nieréwnosé

n" > (n4+1)".

Rozwigzanie:
Dana w zadaniu nierownos¢ jest rownowazna nierownosci

%> n+1/n+17
czyli
f(n>>f(n+1)a (*)

gdzie
f@)=a=ae.

Poniewaz jednak

d dl 1-1
f’(x):xl/z-d—lnxl/m:xl/x~—ﬁzqu 2T 0 dla  z>e,
T T

funkcja f jest malejaca w przedziale (e, +00), skad otrzymujemy (%) dla n > 3.
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Zadanie 31« (10 punktéw)
Wyznaczyé¢ (wraz z pelnym uzasadnieniem) kres gérny zbioru

m?n?
Rozwigzanie:

7 nieréwnosci miedzy srednig geometryczng i arytmetyczng zastosowanej do trzech liczb:

m3/2, m3/2, 4n® otrzymujemy

3l m3 m3 m3 +4nb
T s 7
2 2 3
czyli
m?n? 1

m3+4ns 3
Zatem liczba 1/3 jest ograniczeniem gérnym zbioru Z. Wykazemy, Ze jest to ograniczenie
najmniejsze. W tym celu przyjmijmy m =2 oraz n=1. Wowczas
m?n? 4 1
md+4ns  8+4 3

jest elementem zbioru Z.

Odpowiedz: Kres gorny zbioru Z jest rowny 1/3.
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Zadanie 32« (10 punktéw)
Obliczy¢ granice (ciagu)

20

Rozwigzanie:
Szacujemy wyrazenie pod znakiem granicy, korzystamy z réwnosci

En:Qk' (Tl) :(2_‘_1)71:371’
k=0 k
a nastepnie przechodzimy z n do +o0o w oszacowaniach dolnym i gérnym:
w2 (0) w25 (0) Z 20 g 1
e <”> () 520

k=0

31+ 2% Z3n+0 3 3n

Poniewaz oszacowania dolne i gorne daza do wspoélnej granicy rownej 1, na mocy
twierdzenia o trzech ciggach dana w zadaniu granica istnieje i ma wartosé 1.

Odpowiedz: Dana w zadaniu granica ma wartos¢ 1.
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

Zadanie 33« (10 punktéw)

Dany jest szereg zbiezny % a, o wyrazach dodatnich spetniajacy warunki
n=1

o o0
> a,<8  oraz Sal<s.
n=1 n=1
Dowies¢, ze
o 2
> ai<8.
n=1

Rozwigzanie:
Stosujac nieréwnos$¢ miedzy srednimi geometryczng i arytmetyczn@ otrzymujemy

_ 7 < “an+a _L.¥ L
Za Z\/ana Zan—l—Q Za <5 8+;-8=8.
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Zadanie 34 (10 punktéw)

Dany jest szereg zbiezny % a, o wyrazach dodatnich spetniajacy warunki
n=1

o (0.9} .
> a, <4  oraz > al<16.
Dowies¢, ze
oo
S a2 <8.
n=1

Rozwigzanie:
Stosujac nieréwnos$¢ miedzy srednimi geometryczng i arytmetyczng otrzymujemy

00 [ee) 3 00 2n 3 1
Sai=3 an%g ¢ Zan+ Za <4+7-16=8.
n=1 n=1 n=1
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

Zadanie 3O« (10 punktéw)
Dowiesé, ze istnieje nieskonczenie wiele takich liczb naturalnych n > 2, ze liczba

> log,log(k+1)
=2

jest wymierna.

Rozwigzanie:
Przyjmijmy n = 2" —1, gdzie m jest liczba naturalng. Wéwczas korzystajac z réwnosci
log, b-log, c =log, c otrzymujemy

3" log,log, (k+1) =log, [ log, (k+1) =log,logy(n+1) =log,log, 22" =m .
k=2 k=2
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Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 1, zima 2019/20

Zadanie 30 . (10 punktéw)
Niech f(z)= ¢/22+432. Rozstrzygnaé, czy liczba
£(36,001) = £(36001,/1000) ~ 12,0001666666667

jest mniejsza czy wieksza od

72001 1
—— =124-—-~12,0001666666667 .
6000 6000
Rozwigzanie:
Roézniczkujac funkcje f otrzymujemy
2z
f'(x) =
(@) 3. (224432)%*
oraz
() = 2 82 6- (2% +432) 82

3-(124432)%°  9-(224+432)°°  9.(224+432)°7 9. (224 432)7
62246432822  —202+2.36> 2. (—2®+36?)

9-(224+432)"% 9. (22+432)°7 9. (22+432)°°

dla = > 36, skad wynika, ze funkcja f jest Scisle wklesta w przedziale [36, 00).

Zatem wykres funkcji f dla x > 36 lezy ponizej prostej stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie 36. Poniewaz f(36) =12 oraz f'(36) =1/6, dla x > 36 zachodzi nieréwnos¢
f(z) <12+ (x—36)/6 i w konsekwencji
0,001 1 72000 1 72001

12 = =
6 N 6000 6000 - 6000 12

Odpowiedz: Warto$¢ f(36,001) jest mniejsza od 72001/6000.

£(36,001) < 12+
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