Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2018/19

471. Wyznaczy¢ zbiér wszystkich wartosci rzeczywistych parametru p, dla ktorych
[e.@]
p

caltka niewlasciwa /
0

- dx jest zbiezna.

Rozwigzanie:
Dzielac przedzial catkowania otrzymujemy

oo o0

P

3;17
/ dr = dx+/ dx
5 ™+ x€ 5 ™+ x€ 1 x™ 4+ x¢

Zbadamy, dla ktorych wartosci parametru p catki wystepujace w powyzszej sumie sg
zbiezne. W tym celu zauwazymy, ze funkcja podcatkowa jest dodatnia i skorzystamy
z kryterium poroéwnawczego dla catek niewtasciwych.

Otrzymujemy
1 1

1
d
O/x“+xedx\o/0+xe dajzo/:cei’<+oo’

oilee—p<1, czylip>e—1.

Ponadto |

P PP 1} da
/ dw}/ dx:f-/ =400,
5 ™+ x¢ 5 e+ x° 2 J e P

oilee—p>1, czylip<e—1.

Podobnie

p ° P *d
/ * da:</ v d;z::/ ’ <+00,
A x™+0

e}

i

oilemr—p>1, czylip<m—1.

Ponadto . Y
x
/x’r+3:€ 1/93”4— 2'1/33”P:+OO’

oiler—p<1, czylip>m—1.

Whiosek: Jezeli e —1 <p<m—1, to obydwie calki powstate z podziatu przedziatu
catkowania sa zbiezne, a wiec i wyjsciowa catka jest zbiezna. W przeciwnym razie jedna
z tych catek jest rozbiezna, a zatem wyjsciowa catka jest rozbiezna.

Odpowiedz: Podana catka jest zbiezna dla pe (e—1, m—1).

o, x (=1)"n
472. Udowod b —
owodnié¢ zbiezno$¢ szeregu nzz:l 249

Starannie sformutuj kryteria, z ktérych korzystasz i szczegdélowo je uzasadnij.

Rozwigzanie:
Aby udowodnié¢ zbieznos¢ szeregu danego w tresci zadania, skorzystamy z kryterium
Leibniza o szeregach naprzemiennych, ktéore wymaga spelnienia nastepujacych trzech
warunkow:

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne.
Speknienie tego warunku jest oczywiste.
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2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera
Sprawdzamy to nastepujaco:

n % 0
= — =
n?+2 1+3% 140

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
W celu udowodnienia tego warunku udowodnimy nieréwnosé

n n—+1

>
n2+2" (n+1)2+2’
ktora jest rownowazna kolejnym nierownosciom

n- (n2+2n—|—3) > (n+1)-<n2+2)
nP+2n?+3n>nd+n +2n+2,

n*+n>2,
co jest spetnione dla kazdego n > 1.

W konsekwencji szereg dany w tresci zadania jest zbiezny na mocy kryterium Leibniza
o szeregach naprzemiennych.

9
473. Obliczy¢ catke oznaczong /

dx
) J1+vT
Rozwigzanie:

Wykonujge podstawienie ¢ = \/1+/z, czyli = (£2—1)% i formalnie dz =4 (t3—1t) dt
otrzymujemy

2
' dw Ta(— ; A 32 4, 28 16
= —1dt———4t =——8— =——4=—.
'0/ Ji+ve 1/ t 1/ R A s
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartosé¢ 16/3

9
474. Obliczy¢ catke oznaczong / arctg v dz.
1

Pamietaj o uproszczeniu wyniku
Rozwigzanie:

Podstawiamy x =t*, czyli formalnie dx = 4¢3 dt:

9 V3
/arctgf‘/}dx = /4t3-arctgt dt .
1

Nastepnie wykonujemy catkowanie przez czesci:

V3

V33
/ A3 - arctet dt = t4 - arctgt|  — / A=
1 t=1
V34 V3
" —1+1 T 9
9-arctg\/§—arctg1—1/t2+1dt i l/t
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. V3
SO -
e _ | — — I -
T 3 arctg
t=1
3-
:37r—z— V3 \/_+arctg\/§——+1 arctgl | =
4 3 3
7T ™ 2 8m 2
=3r——— — 4 =31 ——=———.
" VB3 3 173737373
8 2
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma wartos¢ 3 3

475. Obliczy¢ catke oznaczong /

Pamietaj o uproszczeniu wyniku.

xt+ x2
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkoéw prostych:
1 1 Az+B C D

ta? (2+1)-22  a2+1 T Ta
1=(Az+B)-2*+C z-(*+1)+D-(2*+1)
1=Ax*+ Ba*+C2*+Cx+Da*+ D,

0 = A+C
0 = B+D
0 = C
1 = D
Stad otrzymujemy A=0 oraz B=—1.
Wobec tego
V3
fdgc—f—l—i—ldx——arct $—1 = —arct \/_— +arctgl+1=
x4+x2_1 w241 22 - » 8 V3 s -
s 1 7 1 s

S N R P
573 4 312

1
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma warto$é¢ 1 — —— — 1.
V3 12

n_ (3n n
oo n . ':I;
476. Wyznaczy¢ promient zbieznosci szeregu potegowego > &

n=1 n!

Rozwigzanie:
Stosujemy kryterium d’Alemberta do danego szeregu traktowanego jako szereg liczbowy
z parametrem x # 0.

Otrzymujemy
(n+1)n+1 . (3::—5) Ll ‘ n B (TL—|— 1) . (nT-}-l>n T ' (3::—13> B
(n+1)! n”(?)x" B (n+1) (3:> N
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(n—i—l)" 2] (Bn+1)-(3n+2)-(3n+3) 27e-|z|
= | — . . —
(n+1)-(2n+1)-(2n+2) 4
przy n — oo.
Tak wigc zastosowanie kryterium d’Alemberta prowadzi do granicy ilorazéw kolejnych
27¢- |x|
1

wyrazoéw szeregu roéwnej

Te-|z| . 4 . .
<1, czyli |z| < ——, to szereg jest zbiezny.
4 27e

76-\3:]

Jezeli

4
Jezeli zas >1, czyli |x| > 7757 to szereg jest rozbiezny.
e

4
Stad wniosek, ze promien zbieznosci danego szeregu potegowego jest réwny 776"
e

4
Odpowiedz: Dany w zadaniu szereg potegowy ma promien zbieznosci 776"

e
477. Obliczy¢ catke nieoznaczon / di
Y ¢ a2 +2x+50
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy dana catke i Wykonujemy kolejno podstawienia y=xz+1oraz t=y/T:
/ dx / / / 7dt
x2+2x+50 :B+1 +49 y +49 49( y/7 +49 49¢2+49
arctgt arctg(y/7) arctg((z+1)/7)
7 / 2+ - 7 * 7 *
+1
478. Obliczy¢ wartosé catki niewlasciwe; / 5 dz. Pamigtac o uproszczeniu wy-
niku.
Rozwigzanie:
Rozktadamy funkcje podcatkows na sume utamkéw prostych:
2x+1 1 _Ax+B+g+£
ria? (2241)-22 2241 2 22’
20+1=(Az+B)-2*+C-x- <£L‘2-|-1> +D- (x2+1> :
20+1=Ar® + Bx* +C2* +Cax+Dx* + D,
0 = A+C
0 = B+D
2 = C
1 = D
Stad otrzymujemy A=—-21i B=—1.
Wobec tego
Fousl 12 1™
/ v —/— —l——+—dx——ln<x +1)—arctgm+2ln|x|—f =
i 2241 2241 x
V3 a=V3
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1 2 1
= lim (—arctgz)+ lim <_x> + lim In <x2x+ 1) +1Ind 4 arctgy/3 — 2Inv/3 + 7 =

—HH—I 1+— —H <4> L L —H (4>
= —— n n n .
2 3 T ABT3 6 3

1 4
Odpowiedz: Dana w zadaniu catka jest zbiezna i ma wartosc¢ T +1In ()

V3 6 3

479. Obliczy¢ catke oznaczong / \/_da:

=
) Vr+
Rozwigzanie:
Wykonuj@c podstawienie x=1% i formalnie dx = 6¢° dt, otrzymujemy‘

61> dt T3 dt T4 1
=6- =6- dt=6- [ 1> —t 1——dt—
/\/_+\/_ /t3+t2 /t+1 /t+1 t+1 / M

=16—12+12—6In3+6lnl =16 —6In3.

t=0

:2t3—3t2—|—6t—61n|t+1|

Odpowiedz: Dana w zadaniu catka ma warto$¢ 16 —6In3.

sin \/_

\/_
Rozwigzanie:
Wykonujac podstawienie z =13 i formalnie dx = 3t? dt, a nastepnie calkujac przez czedei,
otrzymujemy:

t
/Sm\/_d —/ﬂ 3t2dt—3-/t~sintdt:3~t-(—cost)—?)-/l-(—cost)dt:

:—3-t~cost+3~/costdt:—3~t-cost—|—3~sint+C’:—3-\3/5(:08 Jr+3-sin Vx+C.

480. Obliczy¢ catke nieoznaczong /

481. Obliczy¢ wartos$¢ catki /sin5mdx.
0

Rozwigzanie:
Sposob 1

Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonome-
trycznej.

Przyjmijmy

z=cosr+isinx,
co daje
Zh—zT"
z" =cosnx+isinnz, 27" =cosnx —isinn, Sinnx:T.

Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
5 <z—z1>5_z5—5z3+102—10z1—1—523—25

sin® x = - -
27 327
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sinbx Ssindx 5Hsinx

16 16 8
Teraz mozemy obliczy¢ dang w zadaniu catke:

/7rsi115xdx: 7Tsin597:_58ir1395+5311195 dﬁz_cos5x+5cos3x_5cosx " _

] 5 16 16 8 80 48 8 -
_cosdom Scosdm Heosw cosO HcosO  HeosO 1 5 5 1 5 5
T80 48 8 80 48 8 80 488’80 888

15 5 3-25+4150 128 16
W0 241 10 120 15

Odpowiedz: Podana catka ma warto$¢ 16/15.

Sposob 11
Podstawienie t = cosx i formalnie dt = —sinx dx prowadzi do

T -1 1 1
[sitwde=— [ (1=#) di= [1' =2+ 1dt=2- [t~ 2+ 1dt =
0 1 -1 0

1
o 23
—2. (-4t
(5 3*)
t=0

482. Obliczy¢ granice (ciagu)

15 15 15"

_2.(1 2+1)—2-3_10+15—2 8 16

nlgglo [An | paddd
Rozwigzanie:
Stosujac kryterium d’Alemberta lub Cauchy’ego dla ciagéw otrzymujemy
2018 pad4
lim = lim =0.
n—oo 8n n—oo 471

Rachunki sg tu pominiete, ale w rozwigzaniu muszg sie znalez¢ wraz z powo-
laniem sie na odpowiednie kryterium.
Wobec tego
e e S (e B e
nh—%lo i L oddad A D e v v v ol nh_{ﬁlo eyl =
VAT +n 2.\ /1+ J1+2E V140

4n 4

483. Obliczy¢ wartoéé catki / coslz da.
0

Rozwigzanie:
Uzyjemy liczb zespolonych do wyprowadzenia odpowiedniej tozsamosci trygonometrycz-
nej.
Przyjmijmy
z=cosx+isinzw,
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co daje
n . n . Ak
Z" =cosnx+isinn, z " =cosnx —1isinnx, COSNL = 5
Przy tych oznaczeniach otrzymujemy:
2421\
cos'¥z = < ) =
2
21041028 +4520 412021 + 21022 42524210272+ 120274 +4527 0410273+ 2710
N 1024 a
_ COs 10z n Hcos8x n 45 cosbx n 15cos4x N 105cos2x n 63
512 256 512 64 256 256

Teraz mozemy obliczy¢ dana w zadaniu catke (zauwazenie, ze catka z cosinusa po pelnym
okresie jest zerem, pozwala wydatnie uprosci¢ obliczenia):

7 Tcosl0xr  5cos8r 45cosbxr  15cosdx  105cos2x 63 63
+ + + d

10
do — 63 , _63m
0/ cosrar / 512 056 512 64 956 256 " 256

Odpowiedz: Podana caltka ma warto$¢ 63m/256.
484. Obliczy¢ granice (ciagu)
nli_)rgonp- (\3/n—|—l+ In+24+Int3+Intd+.. V8 —2+8n—1+ \3/8n)

dla tak dobranej wartosci rzeczywistej parametru p, aby granica ta byta dodatnia i skon-
czona.

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy sume wystepujaca pod znakiem granicy:

™ 1 ™ 1 ™ k 1 ™ k
SnP Vntk=n" = Vntk=ntt3 2% 13/1+:np+4/3--2f<1+> 7
k=1 n g n g n n p= n
gdzie f(z)= ¥

Poniewaz funkcja f jest catkowalna jako funkcja ciggta, jej sumy Riemanna odpowia-

dajace ciagowi podzialow przedziatu catkowania na 7n przedziatéw réwnej dtugosci 1/n
daza do calki oznaczonej:

8
lim 1'%]”(14—2) ij(m)dle/g%dw:i-x4/3

3 3 3 45
:—~1 ——:—1 = —.
4 0 4 4 > 4

Powyzsza wartos¢ bedzie granicg rozwazanego w zadaniu ciggu, o ile wyktadnik w wy-
razeniu nPT4/3 bedzie réwny 0, czyli dla p=—4/3.

Odpowiedz: Dla p=—4/3 dana w zadaniu granica ciagu jest réwna 45/4.

o0 1
863. Obliczy¢ sume szeregu .
yé sume szetegn ) S Ty )

Rozwigzanie:
Roztézmy na utamki proste wyraz ogdlny szeregu:
1 A B C

n-(n+1)-(n+4) E+n+1+n+4

)
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1=A-(n+1)-(n+4)+B-n-(n+4)+C-n-(n+1),
dlan=0: 1=4A, A=1/4,
dlan=-1: 1=-3B, B=-1/4,
dlan=-4: 1=12C0, C=1/12.

Zatem
1 _1/4 1/3 +1/12

n-(n+1)-(n+4)  n  n+l n+4d’
W konsekwencji sumy czedciowe danego szeregu wyrazaja sie wzorem

SR Cy (/U T/ L4

=n-n+l)-(n+4) =\ n n+l n+4

(MY ) (1N 112y (s A 1))

1 2 " 5 )"\ 2 37" ¢ 3 4 7

/4 1/3 1/12 14 13 1/12)
+<4 5 8 >+"'+<N—3 N2 wnt1) "

+(1/4_ 1/3+1/12>+<1/4 1/3+1/12>+<1/4_1/3+1/12>:
N—-2 N—-1' N+2 N—-1 N "N+3 N N+1' N+4
14 112 112 1/12 14 112 112 1/12
~ 1 2 3 4 N+1 N+2 N+3 N+4
o3 Y4 112 1j12 1/12 23
144 N+1 ' 'N+2 N+3 N+4 144

przy N — oc.

OdpowiedZ: Suma danego szeregu jest rowna 23/144.

864. Rozstrzygnaé zbieznosé catki niewtasciwej / sinz? dx.

Rozwigzanie:
Poniewaz zbiezno$¢ calki niewtasciwej nie zalezy od zmiany granicy catkowania, w ktorej
nie ma osobliwosci, mozemy dla uproszczenia rozwazaé catke

/ sinz? dz .
N
Wykonujac podstawienie z =/t i formalnie dz = % otrzymujemy

e ¢)

\//Esmx d:c—2 /smt

Catkowanie przez czesci prowadzi do

Tsint 1 —cost =
dt= [ sint-—dt= —
I / it

t=m

T —cost —cost 1 Fcost
COS dt lim COS COS7T_7. COS dt:

—9¢3/2 1500 \/_ \/_ 2 J $3/2
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cost
=0 7 2 / ¢
Problem zbieznosci danej w zadaniu calki sprowadza sie wiec do zbieznosci catki

T cost
/ —o7s dt,

ktoéra jest zbiezna na mocy kryterium zbieznosci bezwzglednej i kryterium porownaw-

czego:
/

Odpowiedz: Podana calka jest zbiezna.

[e.e]

t 1
< /3/2dt<—|—oo bo 3/2>1.

t3/2

o0 1
865. Obliczy¢ sume szeregu .
yé sume szeregn ) Ty 3)

Rozwigzanie:
Roztézmy na utamki proste wyraz ogdlny szeregu:
1 A B C
:——'—7_{_77
n-(n+1)-(n+3) n n+l n+3
1=A-(n+1)-(n+3)+B-n-(n+3)+C-n-(n+1),
dlan=0: 1=34, A=1/3,
dlan=-1: 1=-2B, B=-1/2,
dlan=-3: 1=6C, (C=1/6.
Zatem

n-(n+1)-(n+3) n  n+l n+3’
W konsekwencji sumy czesciowe danego szeregu wyrazaja sie wzorem

1/3 12 1/6\
nzln(n+1) (n+3) Z(n n+1+n+3>_

n=1

(1/3 1/2 1/6> (1/3 1/2+1é6>+(1/3_1/2+1/6>+

1 _13 12 16

+(1/3 1/2 1/6>+ +(1/3 1/2 +1j6>+6

4 5+7 N—-3 N—-2 N

(ot W ) (V)

N N+1 N+3
_Y3 Y6 16 13 16 16 T /3, 1/6  1/6

1 2 3 N+1 N+2 N+3 36 N+1 N+2 N—|—3_>36
przy N — oo.

OdpowiedZ: Suma danego szeregu jest réwna 7/36.
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Jarostaw Wroblewsk:i
866. Dana jest taka funkcja ciagta f:[1, 00) — (0, 00), ze catka niewtasciwa /f(x) dx
1

jest zbiezna. Udowodnié zbiezno$¢ catki

Rozwigzanie:
7 nieréwnosci miedzy Srednig arytmetyczng i geometryczng otrzymujemy
VF) df(x)' L1 1 _f@)tastastas _f@) 3/4
74/3 A3 p4/3 4 4 74/37

x
skad na mocy kryterium poréwnawczego otrzymujemy zbieznos¢ catki podanej w tezie

zadania:
f(x) l/f(x) / dr = 'l/f(x)dx+4.‘l/:(:‘lg/gf’)<+00.

8
.
8
N

867. Podaé przyktad takiego ciagu (a,), ze szeregi % ap 1 % all sq zbiezne, a szereg
n=1 n=1
§ a’ jest rozbiezny. Uzasadni¢ poprawno$¢ podanego przyktadu.
n=1

Rozwigzanie:
Przyktadem o wtasnosciach sformutowanych w tresci zadania jest ciag (a,,) zdefiniowany

2

WwWzorei
Tm dla r= 1,
Af(m—1)4r = 1
— dla r=2,3.

Im
Powyzszy ciag prowadzi do nastepujacych szeregow:

o0 2 1 1
A =211 e b o —
1

:O+0+0+O+...:§1020.

Odnotujmy, ze wobec a,, — 0 mozemy najpierw sumowac po trzy kolejne wyrazy szeregu,

a potem dodawaé¢ otrzymane sumy.

> 9 9
99 1142 Gl
2 an Tty T T3 T3 T3t Ty
2 2 1

n=1 2
51211+5111+51 1 B
4 4 4)

—(512—1—1 -
(5 )+<2 279 3 3 3
510 510 510 > 1
= 510+7+?+T+... =510-)  —=+00. (szereg harmoniczny)
n=1T

Strony 95-77

Lista 14P (Rozwigzania)



Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2018/19

(o)
> all =
=1

1 21 1 1 21 1 1 21 1 1
=27 —1-1+ 911/9  911/9  911/9 + 311/9  311/9  311/9 + ALL/9 T 41179 T 411/9 " T
2048 1 1 2048 1 1
= (2048 -1-1)+ (211/9 C911/9 211/9) (311/9 - g1/9 311/9) +
2048 1 1 2046 2046 2046 0
— — ...=2046 Lo=2046- ) —=< .
<411/9 411/9 411/9) + 911/9 + 311/9 + 411/9 + nz:a nl1/9 00

(bo 11/9>1)
868. Rozstrzygnaé, czy wartosé¢ catki oznaczonej

5
/\3/,:52—1—11 dz
3

jest mniejsza czy wigksza od 6.

Rozwigzanie:
Oznaczmy przez f funkcje podcatkowa:

flx)= Va?+11.

Woéowezas 5
f) = ()™
oraz 9
N e e

222 422 —5/3 822 -5/3 6%+ 66 —8z? -5/
AR () S gy OB gy
)

:29”9+66.<I2+11)‘5/3:(33—x2)~3~(x2+11)‘5/3 > 0, oile 2*<33,

skad wynika, ze funkcja f jest $cisle wypukta w przedziale [—\/ﬁ, \/ﬁ} zawierajacym
interesujacy nas przedzial catkowania [3, 5].

Poniewaz f(4) =3, wykres funkcji f w przedziale catkowania lezy powyzej! stycznej
do wykresu w punkcie (4, 3). Wobec tego

f(x)>3+f'(4) - (x—4) dla  z€(3,5)

i w konsekwencji
5 5
[ Ve 1de> 34 1/(4)- (2 —4) do =6.
3 3

Wartosé ostatniej catki mozna obliczy¢ interpretujac ja geometrycznie jako pole odpo-
wiedniego trapezu. Mozna tez wykonaé¢ bezposrednie catkowanie.

Odpowiedz: Wartos¢ podanej catki oznaczonej jest wieksza od 6.

Uwaga: Faktycznie podana catka ma wartos¢ w przyblizeniu rowna 6,005.

ITakie sformutowanie jest zgrabne, chociaz dla jego pelnej poprawnoéci wymagaloby dodania nic nie
wnoszacego do rozwiazania zastrzezenia, ze punkt stycznoéci lezy na stycznej, a nie powyzej niej.
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