Jarostaw Wroblewsk: Analiza Matematyczna 2, lato 2018/19

KOLOKWIUM nr 10, 23.05.2019, godz. 12:15-13:00
Zadanie 17« (446=10 punktéw)

n

a) Obliczy¢ sume zespolonego szeregu potegowego Z —
Jaki jest obszar zbieznosci tego szeregu?

>, COSNT
b) Wykorzystaé¢ otrzymany wynik do obliczenia sumy szeregu E o
n=0

a—+bcoszx

Doprowadzi¢ wynik do postaci
c+dcosx

, gdzie a, b, ¢, d sa liczbami catkowitymi.

Rozwigzanie:
a) Dany szereg jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie a; =1 i ilorazie
q=z/2, skad wynika, ze jego suma jest réwna

aq 1 2
l—q 1-%2 2-2’

oile|z/2| <1, czyli |z] <2, bo szereg geometryczny o ilorazie ¢ jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy |g| < 1.

Zatem obszar zbieznosci szeregu jest kotem o érodku 0 i promieniu 2, bez okregu
stanowigcego brzeg tego kota.

b) Przyjmujac z = cosx +isinzx, co daje

2" =cosnz+isinnx ,

otrzymujemy
cosnr = Rez" 2
> =2 5 =Re Z =
n=0 2n n=0 2n <
2 2-(2—cosz+isinx) 2-(2—cosx) 4—2cosx
=Re P =Re 2 9 — .
2 —cosx —isinx (2—cosx)?+sin“r  4—4cosr+cos?r+sin‘r  5—4cosz
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Zadanie 18. (10 punktéw)
Udowodni¢ zbieznosé¢ szeregu

n+100

n=1
Rozwigzanie:
Sprobujemy udowodnié¢ zbieznos¢ danego szeregu korzystajac z kryterium Leibniza o sze-
regach naprzemiennych.
Aby to udowodni¢, musimy zweryfikowaé¢ prawdziwos¢ trzech zalozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne — oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazow jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

7= 0
lim im \F100 = =
n—oon + 100 "HOOI 14+0

3° Ciagg wartosci bezwzglednych wyrazow jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié¢, powinnismy wykazaé, ze dla
kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢

N L vntl
n-+ 100 n-+101"
co kolejno jest réwnowazne nieréwnos$ciom

Vvn-(n+101) > +vn+1-(n+100),
n-(n+101)*> (n+1)-(n+100)?,

n- (n?+202n+10201) > (n+1)- (n?+200n+10000) ,

(%)

JRY

n® +202n%+10201n > n® +201n* + 10200n + 10000 ,
n*+n > 10000,
n-(n+1)>100-100,
skad wynika, ze nieréwnos’é (%) jest prawdziwa dla kazdej liczby naturalnej n > 100.

"
Zatem szereg E M
n=100 7 +100

miennych, wobec czego jest zbiezny.
Poniewaz zbiezno$é¢ szeregu nie zalezy od zmiany lub pominigcia skonczenie wielu

= (-1)" Vi

wyrazow, takze szereg Z 1100

n=1

spelnia warunki kryterium Leibniza o szeregach naprze-

jest zbiezny.
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