Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, lato 2013/14

Wzory skréconego mnozenia, dwumian Newtona, procenty.

19-21.03.2014 (grupa 1) - do samodzielnego nauczenia dla pozostalych studentéw

Definicja 1. (tréjkat Pascala) Tworzymy ponizszy nieskonczony tréjkat liczbowy,
w ktorym na bokach wystepuja liczby 1, a kazda liczba wewnatrz trojkata jest suma
dwoch stojacych bezposrednio nad nig.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 > 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 26 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1

1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1
1001 2002 3003
3003 2005
8008

Wiersze numerujemy liczbami catkowitymi zaczynajac od zera, a w kazdym wierszu
elementy sa réwniez numerowane kolejnymi liczbami catkowitymi nieujemnymi.

Na przyktad liczba 1001 jest liczbg numer 4 w wierszu numer 14. Liczbe stojaca
zgodnie z taka numeracjg w n-tym wierszu na k-tej pozycji oznaczymy przez ( p

Definicja 2. (kombinatoryczna) Przez (Z)K oznaczymy liczbe k-elementowych
podzbioréw zbioru n-elementowego.

Definicja 3. (wzor z silniami) Przyjmiemy

s

72. Wykaz, ze podane wyzej trzy definicje sg rownowazne, to znaczy
(1), (), )
k)rp k) i k) w
73. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n liczba (2n)! jest podziel-
na przez (n!)2.

74. Uporzadkuj w kolejnosci niemalejacej liczby

2014 2014 2014 2014 2014 2014

107 )’ 407 )’ 707 )’ 1007)’ 1307)’ 1707)
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75. Znajdz w wydrukowanym fragmencie trojkata Pascala trzy liczby wystepujace
kolejno w jednym wierszu i tworzace rosnacy postep arytmetyczny. Ile takich trojek
liczb wystepuje w catym trojkacie Pascala?

76. A ile jest trojek liczb wystepujacych kolejno w jednym wierszu trojkata Pascala
i tworzacych postep geometryczny?

77. Niech p bedzie liczba pierwsza oraz niech 0 < k < p. Udowodnij, ze liczba (2’) jest
podzielna przez p.

78. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
<2n + 2) <2n>
<4- )
n+1 n
79. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé
<3n+3> <3n>
<7 )
n+1 n
80. Znajdz w wydrukowanym fragmencie trojkata Pascala takich pie¢ liczb wystepu-

jacych kolejno na poczatku jednego wiersza, ze kazda (oprocz pierwszej) jest wielokrot-
noécig poprzedniej. Jak dtugie ciagi takich liczb wystepuja w calym tréjkacie Pascala?

Cwiczenia 25.03.2014

81. Dowies¢, ze iloczyn dowolnych czterech kolejnych liczb naturalnych powiekszony
o jeden jest kwadratem liczby caltkowite;j.

82. Uporzadkowaé podane liczby w kolejnosci rosnacej. Nie uzywac¢ kalkulatoral!!!
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83. Uprosci¢ wyrazenia

1
a) 5_2\/6—1-2\/6

b) (1—\/5)6

C) (222007 . 1) . (222007 + 1)
d) (3669 _ 1) . (9669 4+ 3669 4 1)
92007 4 1

2669 + 1
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84. Uzupeki¢ wzory skroconego mnozenia. Kropki wystepujace po lewej stronie row-
nosci zastapi¢ pojedynczym znakiem.
a) (z+2)2=a+...
b) a®*+0*=(a+b)-...

c)a*—b=(a—b)-...
d) a®...0* = (a*>+ab+b?)-...
e) a'..b"=(a+b)-...
f) a*...b*=(a—b)-...
g) a®..b°=(a+b)-...
h) a®...b° =(a—0)-...

i) (a+b)>=a+3...

j) (a=b)*=a*—...

k) (a—b)°=a°—...

1) a"—b"=(a—b)-...

m) a"+b"=(a+0b)-... - dla ktérych n ?
n) a"—b"=(a+>b)-... - dla ktérych n 7

0) a"+b"=(a®>+V?)-... - dla ktérych n ?
p) a"—0b"=(a*+b%)-... - dla ktérych n ?

85. Dla podanej liczby wskazaé jej nieparzysty dzielnik pierwszy mniejszy od 100.

a) 221 =1, :
b) 321, ] :
) 3121 ,
d) 31 +1,

26.03.2014 (grupa 1) - do samodzielnego rozwigzania dla pozostalych studentéw

87. Jezeli liczba catkowita dodatnia m jest wieksza od liczby catkowitej dodatniej n
o p%, to liczba n jest mniejsza od m o ¢%. Dla podanej liczby p podaé taka liczbe g,
aby powyzsze zdanie bylo prawdziwe

a) p=150, =i, :
b) p=300, G=.ccciiiiiririann. :
c) p=400, g=.coiiiiiiiiiiannn. ;
A) P=900,  G= oo .
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88. Dla podanej liczby k podac taka liczbe naturalng n >k, ze
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89. Dla podanej liczby wskaza¢ jej dwucyfrowy dzielnik pierwszy.
a) 267+37 ......................... ;
) 26T =37, ;
c) 487 — 514 ......................... ;
d) 487+5M, .

=

90. Dla podanej liczby wskaza¢ jej dwucyfrowy dzielnik pierwszy.
a) 361 —11M ;

91. Wiedzac, ze (144) =1001, (154> = 2002, (1(;1) = 3003, poda¢ warto$¢ wspotczynnika
dwumianowego

92. Dla podanych n, k, wskazac¢ takie m >k, aby prawdziwa byta rownosé

%)~ ()= ()

Jesli uwazasz, ze takiego m nie ma, napisz: nie istnieje.

a) n=1000, k=200, Mm=.cccccmniirrrirr.. :
b) n=1500, k=300, m=.ccccccmiirerrrr... :
¢) n=2000, k=400, M=o :
d) n=2013, k=500, 1M =rrrrcerrromrrrrerrrr .

Lista 2 - 13 - Strony 10-20



Jarostaw Wroblewsk: Matematyka Elementarna, lato 2013/14

93. Dla podanych liczb a oraz k wskazac¢ taka liczbe naturalnag n, aby zachodzita
roOwnosé

a) a=5, k=2, M= :
b) a=3, k=3, n=.iiiin. :
c) a=2, k=5, M=, :
d) a=3, k=4, n=. :

94. Jezeli liczba m jest wieksza od liczby n o p%, to najwiekszy wspolny dzielnik
liczb m, n stanowi ¢% liczby n. Dla podanej liczby p podaé liczbe q.

a) p=10, ¢=.occiiiriiriiiinn. :

b) p=20, =i :
€) P=30, =i :
d) p=40, Gg=roiiiiiiiiie. .

95. Jezeli liczba m jest wieksza od liczby n o p%, to najmniejsza wspdlna wielokrot-
nosé liczb m, n jest wieksza o ¢% od liczby n. Dla podanej liczby p podaé liczbe q.

a) p=10, ¢=iiiiriiieirirenn. :

b) p=20, G=reeeiiiiiiiiiirrn. :
€) P=30, =i :
d) p=40, Gg=.coiiiiiiiriii.

28.03.2014 (grupa 1) - Kolokwium nr 006.

Obowigzuje material od poczatku semestru.

Postep arytmetyczny i geometryczny.
Cwiczenia 27/28.03.2014

Uwaga: Przyjmujemy, ze w postepie geometrycznym wszystkie wyrazy sa rozne od ze-
ra.

96. Drugi, piaty i dziesiaty wyraz pewnego postepu arytmetycznego tworza postep
geometryczny tréjwyrazowy. Jaki jest iloraz tego postepu geometrycznego?

97. Obliczy¢
TR I L L
2 3 4 8 9 16 27 32 7 2187’

gdzie w mianownikach znajduja si¢ potegi dwojki i trojki ustawione rosnaco.

98. Dla ktorych liczb naturalnych n > 3 prawdziwe jest nastepujace twierdzenie?
W dowolnym postepie arytmetycznym n-wyrazowym o sumie 0 co najmniej jeden z wy-
razow jest rowny 0.
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99. Suma wyrazow dowolnego postepu arytmetycznego n-wyrazowego ap, as, ..., a,
n-(ar+ay)
2

jest rowna . Dla podanej liczby k wskazac takie n, aby powyzsze zdanie byto

prawdziwe.

100. Podac liczbe catkowita dodatnig n, dla ktorej prawdziwe jest nastepujace twier-
dzenie: W dowolnym postepie arytmetycznym n wyrazowym aq, as, as, ..., @, suma wy-
razéw jest réwna

a) n-as — dlan=.................... ;
as+ay )
5 7
c) n-(2a2—ay) — dlan=........... :
@10+ aip

2

o

) n

o,

) n — dlan=... :

101. Dla podanej liczby n podaj najwieksza liczbe naturalng d o nastepujacej wta-
snosci: Dowolny postep arytmetyczny n-wyrazowy o wyrazach catkowitych ma sume
wyrazéw podzielng przez d.

102. Suma wyrazow dowolnego postepu arytmetycznego n-wyrazowego aq, s, ..., Gy,
jest réwna n-ay. Dla podanej liczby k wskazaé takie n, aby powyzsze zdanie bylo praw-
dziwe.

a) k=3, n=.iiiinin, :
b) k=5, n=. :
C) k=T, M=, ;
d) k=10, n=...

103. Suma wyrazéw dowolnego postepu arytmetycznego n-wyrazowego ay, as, ..., a,

n-(ag+agy)

jest réwna . Dla podanej liczby k wskaza¢ takie n, aby powyzsze zdanie byto

prawdziwe. 2

a) k=3, n=.iiiinin, :
b) k=5, n=.i :
C) k=T, MN=.iiiiiiiiiann, ;
d) k=10, n=...
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104. W dowolnym rosnacym postepie arytmetycznym 2013-wyrazowym o wyrazach
dodatnich, w ktérym wyrazy drugi, czwarty i siodmy tworzg rosnacy postep geome-
tryczny, takze wyrazy m-ty, n-ty i k-ty tworza (w tej wtasnie kolejnosci) rosnacy postep
geometryczny. Uzupelnij podane liczby tak, aby powyzsze zdanie byto prawdziwe.
Wpisz NIE, jezeli uwazasz, ze takie liczby nie istnieja.

a) M=3, N=irrreiiieareeannn. s k= :
b) m=.iiiiii , M=D0, k=i, ;
C) M= i, S M= , k=8;
d) m=. N=8, k= iirriiirrinrcn

105. W dowolnym rosnacym postepie arytmetycznym 2013-wyrazowym o wyrazach
dodatnich, w ktérym wyrazy drugi, czwarty i siodmy tworzg rosnacy postep geome-
tryczny, takze wyrazy m-ty, n-ty i k-ty tworza (w tej wtasnie kolejnosci) rosnacy postep
geometryczny. Uzupetnij podane liczby tak, aby powyzsze zdanie byto prawdziwe.
Wpisz NIE, jezeli uwazasz, ze takie liczby nie istnieja.

a) m=2, n=14, k=....ccoeennirnn. :

b) m=2, n=6, k=..cooiiirnini.. :
C) M=2, M= iiiriieireeennnn. , k=14;
d) m=3, n=98, k=..iinn.

106. W dowolnym rosnacym postepie geometrycznym 10-wyrazowym, w ktorym
wyrazy pierwszy, trzeci i czwarty tworza (w tej wlasnie kolejnosci) rosnacy postep aryt-
metyczny, takze wyrazy m-ty, n-ty i k-ty tworza (w tej wtasnie kolejnosci) rosnacy postep
arytmetyczny. Dla podanej jednej z liczb, podac¢ dwie pozostate tak, aby powyzsze zdanie
byto prawdziwe.

a) m=3, M= e s k= :
b) m=.iiiii , n=>5, k= ;
c) m=T, M= oo R :
d) m=. s M= e , k=10
107. W dowolnym postepie arytmetycznym n-wyrazowym aq, as, as, ..., G, O sumie

90, co najmniej jeden z wyrazow jest rowny w.
Dla podanej liczby n podaé¢ liczbe w, dla ktérej powyzsze zdanie jest prawdziwe.
Whpisz NIE, jedli liczba w o zadanej wtasnosci nie istnieje.

a) N=D5,  W=.iriiririrnn, ;
b) n=9, W= ;
¢) n=10, W=eiiiiiieiiiiiieeeeenn :
d) n=15, W=
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2.04.2014 (grupa 1) - do samodzielnego rozwigzania dla pozostalych studentéw
Zaczynamy od omowienia kolokwium nr 006.
108. W dowolnym postepie arytmetycznym n-wyrazowym ai, as, as, ..., G, O sumie
120 i jednym z wyrazéw rownym 15, co najmniej jeden z wyrazéw jest réwny w.
Dla podanej liczby n podaé¢ wszystkie liczby w # 15, dla ktérych powyzsze zdanie jest
prawdziwe. Wpisz NIE, jesli uwazasz, ze liczba w o zadanej wtasnosci nie istnieje.

a) n=0,  W=.iirrirnn, ;
b) n=S§, W =erieiieininneaeiniannnns :
c) n=12, W=.iiiiiiiiiiiie, :
d) n=15, wW=.iiiiiiiiiiri :

109. Dla podanej liczby n podaé¢ przyktad rosnacego postepu arytmetycznego n-wy-
razowego o sumie wyrazéw réwnej n?, w ktérym wystepuje wyraz réwny 1.

a) N=3, e :
b) n=4, . :
C) M=D, i, :
d) n=7,

110. Suma wyrazow dowolnego postepu arytmetycznego 15-wyrazowego ay,as,...,a15
jest réwna 5(a,, +a,+ag). Dla podanych m, n wskazaé¢ taka liczbe naturalng k, aby
powyzsze zdanie byto prawdziwe.

a) m=1, n=10, k=...... :

b) m=3, n=9, k= :
c) m=6, n=8, k=i, :
d) m=7, n=10, k=.... :

Wartosé¢ bezwzgledna, potegowanie i pierwiastkowanie - roz-
wigzywanie rownan i nieré6wnosci.
Cwiczenia 1.04.2014

111. Rozwiazaé nieréwnosci
a) Vr+2vr—2<va2—1
b) Va?+427>2x
1

c) #?>~

—8

d) z° > —
e) :U(x2+8x8) <z :U2—|—9c8)
£) Vaz —4—22 <227 +2007
g) Vo2 +2007 < V322 +1999
1

h) [[[lllz[ =1 =1 =1 = 1] =1 < 5

i) Va2 =20 +1+Va2—dr+4 <Vl 422+ 1+Va22—8x+16
i) |o? —25] < 24

8
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k) (z+5)*7 +(x+5)% < Bz +1)*"+ (324 1)?
D) (2 +1)" 2 < (22 +1)"

4.04.2014 (grupa 1) - do samodzielnego rozwiazania dla pozostalych studentéw

112. Zapisa¢ zbior rozwigzan podanej nieréwnosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

A) (T—1) (Z=2) (T =3) >0, oot ;
D) (x=1)2 (2 =2) (2 =3) >0, oot ;
C) (Z—=1) (2 —=2)2 (T —=3) >0, oottt ;
d) (@=1)(2=2) (T =3)2 >0, oottt :

113. Zapisa¢ zbior rozwiazan podanej nieréwnosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

a) (1) (2 =2)""" >0, e ;
D) (=12 (=22 >0, e, ;
Q) (=1 (=22 >0, . ;
d) (2= 1) (=22 M >0, .

114. Zapisacé zbior rozwigzan podanej nieréwnosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedziatow (nie uzywaé roznicy zbioréw).

8) (2] =127 (J2] = 2)2 3 0, oo :
b)ﬂﬂ—wmmﬂﬂ—m”“>a ...........................................................................
) (2] = )M (2] = 2)2 5 0, oo :
Q) (2] = D2 (2] = 2)7M 50, oo

115. Zapisaé zbior rozwigzan podanej nieréwnosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé réznicy zbiorow).

A) T = 3] <L, e ;
D) =4 > 2, ;
C) T =D >0, e ;
) 2= 6] B, e :

116. Zapisac¢ zbior rozwigzan podanej nieréwnosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

Q) T2 = 17| <8, oottt :

D) |23 = 14] <13, o ;
C) |21 —40] <AL, o ;
A) 25 = 16] <16, oooooeeeeee oo .
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117. Zapisaé zbior rozwigzan podanej nieréwnosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

A) (T —=1)(T=2) <O, e ;

D) (T =2) (2 =4)2 <0, oo, ;
Q) (=4) (B =T) <0, oo, ;
A) (2 =T7)2(2=9)7 >0, oo .

118. Zapisa¢ zbior rozwigzan podanej nieréwnosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

a) (T2 =1)(Z=2) KO, oot ;
D) (2 =2) (% =4) KO, oot ;
Q) (22 =) (@ —=T)2 <0, oo, ;
A) (=T) (B2 =9)% <0, oo :

119. Zapisaé zbior rozwigzan podanej nieréwnosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialow (nie uzywaé réznicy zbiorow).

a) (T—4)(2=9) >0, et ;

D) (2 =4) (2% =9) >0, oo ;
C) (T2 =4)(2=9) >0, oo ;
d) (@2 =4) (T2 =9) >0, oo :

120. Zapisa¢ zbior rozwiazan podanej nieréwnosci w postaci przedziatu lub uporzad-
kowanej sumy przedzialéw (nie uzywaé roéznicy zbioréw).

a) (22 —=25) (22 —27) >0, oo ;
D) (2% =32) - (2% =27) >0, oot ;
C) (5 —=32)- (X1 —=16) >0, oo ;
d) (22 =25) (X1 =16) >0, oot

Szacowanie wyrazen.
Cwiczenia 3/4.04.2014

121. Ktora z liczb jest wigksza
a) 123456123458 czy 123457
b) 1000! czy 1000
c) 1000! czy 100°
d) 1000! czy (500!)

2007\ **" 2007 *%°
°) (666 ) oy ( 666 >
£) (%_2)2007 ey (\4/@_2)666
o) (ﬁ_2)2007 ey (ﬁ_2>666
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h) (V79-3)"" cay (V79-3)""
i) (\4/7—9_3)2007 czy (%_3)667
j) 2100! czy 999!

k) 21000 czy 3700

l) 5444 czy 3700

17 16

—_ C —_

20 Y 21

100 150

Ty

m)

8444 16333

°) 175 Y o
1 7667 1 7666
P) 333311 66667 ¥ 33331

2007 2007

) (666) oy (667)
2008

(100) = (1
2007 2007

s) (1666) oy (1667)
2008

106) = 1)

czy V3746

) 1
u
V37—6
) 1
Vv
V37—6
w) ! c !
v
V37—6 Y J9T—10
1
x) V/37—6 czy 10
1

666
y) (\/ﬁ—()’) czy 00100

9 27/8 27 9/4
(1) o (%)

czy 12

Matematyka Elementarna, lato 2013/14

8.04.2014 — Kolokwium nr 2.

Obowiazuje material od poczatku semestru.

Cwiczenia 10/11.04.2014 — omawiamy kolokwium nr 2.
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