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Egzamin: 5.02.2015 (czwartek), godz. 9:00-13:00 (2 x 110 minut)

Egzamin poprawkowy: 16.02.2015 (poniedziatek), godz. 9:00-13:20 (2 x 120 minut)
Cwiczenia 26.01.2015 (poniedzialek): zad. 735-758
Cwiczenia 2.02.2015 (poniedziatek): zad. 759-801

Uzupelnienie: liczby zespolone, zespolone szeregi liczbowe
i potegowe.

735. Sprawdzi¢, ze

Va2 L2 [aZ L b2 —
\/a—l—bi::t( az—l—a—i-isgn(b) a—|—2a)7
jesli b#0.
Rozwigza¢ rownania i uktady réwnan.
736. z2=2> T737.zZ=z"! 738.1+i=2> 739.3+4i=2
740. —3+4i=2> T41. 2°+z=i 742.2°+iz=1 743. 2=%Z+1
T44. 2*z7=8i 7T45. 2*+102°+61=0

z
2 _ 9, .2 _ S —_

746. {@‘ZQ 747. { atn=l g {21“.22_1 749. {21”2_1
25 =2 21+ 29=—1 Zot+iz1 =2 Z1+z9=1

750. z°=1 Wskazéwka: z*+2° + 22+ 2+ 1= (2> +az£1)(2*+ bz £ 1)

Rozwigza¢ rownania i nieréwnosci. Zaznaczy¢ zbior rozwigzan na plaszczyznie zespo-

lonej.

751. Rez+Rez?>0  752. 3|z| < |2%[+1 753. |z|=[z+1]
1

754. |2+i|<|z—i] 755. Im———0 756. Re’t——0

2241 z

757. W trojkacie prostokatnym PQD kat przy wierzchotku P jest prosty, a przy tym
PQ=11i PD=4. Ponadto punkt C jest srodkiem odcinka PD, punkt A jest $rodkiem
odcinka PC', punkt B jest $rodkiem odcinka AC'. Punkt FE lezy na prostej PD, przy
czym

IPQA+<IPQB+<PQC=<YPQD+<PQE.
Obliczy¢ PE.

758. Wyprowadzi¢ wzor na sinba i cosba w zaleznosci od sina i cosa.
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Kryteria zbieznosci szeregow o wyrazach zespolonych

Warunek konieczny zbieznosci

Jezeli z, nie dazy do 0, to szereg > z, jest rozbiezny.

n=1
Zbieznos¢ bezwzgledna

[e.e] o0
Jezeli ¥ |z,| < o0, to szereg Y z, jest zbiezny.
n=1 n=1

Kryterium d’Alemberta

[©.°]
Jezeli lim |Z£1| < 1, to szereg Y. z, jest zbiezny.
n—ool ~n n=1
o0
Jezeli lim |21 > 1) to szereg Y z, jest rozbiezny, a co wiecej lim |z,|=+o0.
n—ool 2n n=1 n—00

Kryterium Cauchy’ego

o0
Jezeli lim {/|z,| <1, to szereg 3 z, jest zbiezny.
n—0oo n=1
o0
Jezeli lim {/|z,| > 1, to szereg 3 z, jest rozbiezny, a co wiecej lim |z,|=+o0.
n—00 n—1 n—00
Uogodlnienie kryterium o szeregach naprzemiennych

Jezeli ciag (a,,) jest zbieznym do zera nierosnacym ciagiem liczb rzeczywistych dodat-
nich, to dla dowolnej takiej liczby zespolonej z, ze |z| =1 oraz z # 1, szereg Y a,2" jest
n=1

zbiezny.

Powyzsze jest prawda takze dla |z| < 1, ale wéwezas na ogdt stosujemy inne kryteria.

Inne kryteria

Jezeli szeregi > z, 1 Y y, sa zbiezne, to szeregi Y- (z,tvy,) sa zbiezne i wéwczas
n=1 n=1 n=1
Z(znj:yn) = Zznj:Zyn.
n=1 n=1 n=1

o0 o0 0.)
Jezeli szereg Y z, jest zbiezny, a szereg > v, jest rozbiezny, to szeregi Y- (z, +y,)
n=1 n=1 n=1
sg rozbiezne.

Dla dowolnej liczby zespolonej ¢ # 0 szereg ioj czy, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
n=1

o
gdy zbiezny jest szereg > z,. Jesli oba szeregi sa zbiezne, to
n=1
(o] o
Z CZpn=2¢C Z Zn .
n=1 n=1

Zbieznos¢ szeregu nie zalezy od zmiany lub pominiecia skonczenie wielu poczatkowych

wyrazow.
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Szereg > z, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezne sa jednoczesnie szeregi
n=1

o0 o0
> Rez, oraz Y Imz,. Jesli podane szeregi sa zbiezne, to
n=1 n=1
(o) o0 [e¢]
Zzn = ZRezn+z’ZImzn.
n=1 n=1 n=1

Obszar zbiezno$ci szeregu potegowego jest kotem o $rodku w zerze i promieniu
R €[0,+00], zwanym promieniem zbieznosci szeregu. Przy R =0 koto zbieznosci degene-
ruje sie do punktu 0, przy R = +o00 obszarem zbiezno$ci jest cata plaszczyzna zespolona.
Na okregu bedacym brzegiem kota zbieznosci szereg potegowy moze by¢ zbiezny w cze-

sci punktéw, a w czesci rozbiezny.

Zbadaé zbieznos¢ szeregdw:

> 1 = n > n = n+i
759. Y ——— 760. 761. 762. Y ——
,;n?ﬂnﬂ ;ni”ﬂ' n;n%ti —n?ti

Wyznaczy¢ obszary zbieznosci zespolonych szeregéw potegowych:

00 o) n o) 00 o ,6n
763. Y 2" 764 Zf; 765. - nz" 766. Yonlz" T67. 3 -
n=1 n=1

n=0 n=1 n=0

768. Niech z = ?—I— 452 Dla podanych liczb m, n podaé¢ taka liczbe catkowita k, aby
zachodzila réwnosé 2™ -z" = 2. Uwaga na sprzezenie w drugim czynniku po lewej stronie.
a) m=10, n=1, k=..... :

b) m=15, n=2, k=.....
c) m=20, n=3, k=..... ;
d) m=50, n=4, k=..... :

769. Dla podanej liczby zespolonej z poda¢ najmniejszg liczbe naturalng n > 1 taka,

ze 2" =z.

141

b) 2=l = ,

) 7
1 V3

C) 247——5—%45*‘27 n=......... ;
V3 i

d) Z<—‘Ezf—'§, n=........
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770. Rozwiaza¢ rownanie
ZZ=2+Z

w liczbach zespolonych. Opisac, jaka figura geometryczna na ptaszczyznie zespolonej jest

zbiér rozwigzan.

771. Czy nier6wnos¢ |z+ 1| < |z —4| jest prawdziwa dla liczby zespolonej
a) z=log,3+1i-logs7;
b) z=logs5+i-log,9;
c) z=log,8+i-logy12;
d) z=logs11+i-loggl4?

772. Czy réwnosé z2 =272 (uwaga na sprzezenie po lewej stronie) jest prawdziwa

dla liczby zespolonej

a) z=+/logs2+i-\/logg3;
b) z=1y/log;y3+i-v/log,4;
) z=logigd+i-/logsh;
d) z=+/logs,b+1i-/logs,67

13

773. Czy réwnosé z'° = z jest prawdziwa dla liczby zespolonej

a) z=—1;
V3—i
b) z= 5
141
c) z=

\/57
1+iV3,

d =
) 2 5
774. Czy réwnosé 23 = 2713 (uwaga na sprzezenie po lewej stronie) jest prawdziwa
dla liczby zespolonej
3+41
a) z= ;
5
5+81
b = ;
) =5
5+ Z\/
c) z=
6 \/
d) 2= +’L
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775. Czy podana liczba zespolona spelnia réwnanie 2% = —64
a) z=1+iV3;

776. Niech R(m,n) bedzie liczba takich liczb zespolonych z, ze
(z"—=1)-(2"—1)=0.

Czy wtedy

a) R(2,3)=5;
b) R(3,4)=6;
c) R(4,6)=8;
d) R(3,6)=87

777. Czy dla podanych liczb zespolonych z, 25, 23 istnieje taka liczba zespolona z,
ze
|z —z1| = |2 — 22| = |z — 23]
a) zy =141, 29=2+42i, 23=13+4i;
b) 2z =144, 20=2+2i, 23=8+38i;
c) zi=141, 20=2+2i, 2z3=5+9i;
d) z1 =141, 20=2+2i, 23=T7+11i7

778. Czy podana liczba zespolona z spelnia nieréwnosé¢ |z —1| < |z —3|

a) z=1ogy3+1i-10g,7 ......... b) z=1log,7+i-logy5 .........
c) z=logy3+i-logy11 ......... d) z=log,5+i-logy,13 .........
779. Czy podana liczba zespolona z spetia nieréwnosé |z —i| < |z — 51

a) z=1ogy3+1i-1ogy7 ......... b) z=1log,7+i-logy5 .........
c) z=logy3+i-log,11 ......... d) z=log,5+i-logy,13 .........
780. Czy podana liczba zespolona z spelnia réwnanie z =2~}

3

a)z:5+fz ......... b) z=-+4<i .o
C) 2=2+43i ........ d) z=3+4i ........

781. Czy podana liczba zespolona z spelnia réwnanie 2% =1

V2B V3 1

3)2—7—’—72 ......... b)ZIT—i—iZ .........
1 3
c) z 24—\2_2' ......... d) z=i ...
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782. Czy podana liczba zespolona z spelnia réwnanie 2% =1

V2 V2 V3.1
8)2—74‘7@ ......... b)2—7+52
1 V3.
C)Z_i—i_?Z ......... d) z=i

a) z=1+17 ... b) 2=2+42i ......... c) 2=3+3i ......... d) z=4+4i

a) z=1410 ... b) 2=2+42i ........ c) 2=3+3i .cc..... d) z=4+4i

a) z=141 ........ b) 2=2+42i ........ c) 2=3+3i ........ d) z=4+4i

787. Czy liczba (\/§ +z’)n jest rzeczywista dla

a) n=2012 ... b) n=2013 ......... c) n=2014 ... d) n=2016

788. Czy liczba (1 — \/gz)n jest rzeczywista dla

a) n=2012 ... b) n=2013 ......... c) n=2014 ... d) n=2016

789. Czy liczba (—1+1)" jest rzeczywista dla

a) n=2012 ... b) n=2013 ........ c) n=2014 ... d) n=2016

Na kazde z ponizszych 12 pytan udziel odpowiedzi TAK /NIE.

n

2. 2
Czy zespolony szereg potegowy Z — jest zbiezny dla
n

n=1
790. z=1 ......... 791. z=-—1
P
792. =i .. 793.,2:32 !
794, »— va+i 795, »— Yo"
2 2
: _4
796. - =20 . 797, s &
7 8
924 2i 4
798. 1= 799.z:£
3 9
800. 2= 3i-108y63 wv....... 801. »=2i-1ogy,5

Lista 10 - 135 - Strony 130-135



