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Zadanie 19. (5 punktow)
Niech f:R — R bedzie funkcjg okreslong wzorem
fa)=a-{z}+b-31,

gdzie {x} oznacza czes¢ utamkowa liczby x, a w drugim sktadniku wyrazenie {x} wyste-
puje w wykladniku potegi o podstawie 3.

Wyznaczy¢ wszystkie pary parametrow rzeczywistych (a, b), dla ktérych funkcja f
okreslona powyzszym wzorem jest ciagla.

Rozwigzanie:
Funkcja f zalezy od {x}, jest wiec okresowa z okresem 1. Ponadto f jest ciagla we
wszystkich punktach niecalkowitych. Pozostaje zbadaé ciagtosé¢ funkcji f w punktach
catkowitych, a wobec jej okresowosci, wystarczy zbadaé ciggtosé w punkcie 1.

Poniewaz

lim f(z)=a+3b

r—1~

oraz

lim f(z)=f(1)=0b,

funkcja f jest ciggta wtedy i tylko wtedy, gdy
a+3b=0,

czyli
a=—2b.

Odpowiedz: Funkcja f jest ciggta wtedy i tylko wtedy, gdy a = —2b.



Zadanie 20. (7 punktéw)
Obliczy¢ warto$é¢ granicy ciggu

1' 3n +3n—1_2+3n—2.4+3n—3-8+ N 9_2n—2 N 3_2n—1 N on
1m v

n— 00 3n+1 3n_|_2 3n+4 3n+8 3n+2n72 3n_‘_2n71 3n+2n
Rozwigzanie:

Oznaczmy sume wystepujaca pod znakiem granicy przez b,. Zamierzamy skorzystac
z twierdzenia o trzech ciagach, co wymaga oszacowania b, od gory i od dotu przez ciagi
zbiezne do wspolnej granicy.

Zauwazmy, ze sktadniki tej sumy bardzo sie réznig — iloraz ostatniego sktadnika
do pierwszego dazy do 0 przy n dazacym do nieskonczonosci. Nalezy zatem oczeki-
wad, ze oszacowanie sumy poprzez wspolne oszacowanie sktadnikéw (i przemnozenie tego
oszacowania przez liczbe sktadnikéw), bedzie prowadzi¢ do oszacowan majacych rézne
granice, co uniemozliwi skorzystanie z twierdzenia o trzech ciagach.

Zauwazmy tez, ze za tak znaczng réznice wielkosci sktadnikéw odpowiadaja liczniki,
podczas gdy mianowniki maja zblizona wielko$¢. Liczniki tworza jednak postep geome-
tryczny, ktérego sume bez problemu mozemy obliczy¢. W konsekwencji bedziemy szaco-
waé¢ mianowniki przez wspolng wielkos¢, nie zmieniajac licznikéw, a nastepnie dodamy
sktadniki powstate w wyniku tego oszacowania.

[ tak, szacowanie od gory (czyli szacowanie mianownikow od dotu) prowadzi do
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Z kolei szacowanie od dotu (czyli szacowanie mianownikéow od géry) prowadzi do
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Ze wzoru na sume postepu geometrycznego otrzymujemy
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gdyz iloraz powyzszego postepu jest réwny 2/3, a n+1 jest liczba wyrazéw postepu.

Wobec tego
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Poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzg nieréwnosci

an < b, <,

a ponadto
lim ¢, =3
n—oo
oraz
lim a, =3,
n—oo

na mocy twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy
lim b, =3.

n—oo

Odpowiedz: Wartos¢ granicy podanej w tresci zadania jest réwna 3.



