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Zadanie 17+ (14-44-15=20 punktéw)
Wisréd ponizszych szesciu szeregow wskaz szereg zbiezny, a nastepnie udowodnij jego
zbieznosé. Jesli potrafisz, podaj jego sume (tylko wynik, bez uzasadnienia).
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Za poprawne wskazanie szeregu zbieznego otrzymasz 1 punkt.

Bez poprawnego wskazania szeregu zbieznego otrzymasz 0 punktow za cale zadanie.
Za dowod zbieznosci mozesz otrzymac¢ maksymalnie kolejne 4 punkty.

Za bezbledne podanie sumy wskazanego szeregu zbieznego otrzymasz 15 punktéw.

Odpowiedz: Zbiezny jest szereg ........ Jego suma jest réwna ..........oooeeeiiiiiiiin
Ponizej zamie$¢ dowod zbieznosci szerequ.
Rozwigzanie:

Szeregiem zbieznym jest szereg (C).
Aby to udowodnié¢, skorzystamy z kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych.
W tym celu musimy zweryfikowaé prawdziwos¢ trzech zaltozen tego kryterium.

1° W szeregu na przemian wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne - oczywiste.

2° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest zbiezny do zera.
Sprawdzamy to nastepujaco:

3° Ciag wartosci bezwzglednych wyrazéw jest nierosnacy.
Ten warunek jest najmniej oczywisty. Aby go udowodnié, powinnismy wykazac, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
2n—1 2n+1

n(n+1) > (n+1)(n+2)’

czyli
2n—1 < 2n+1

n ~ n+2’




co kolejno jest réwnowazne nieréwnosciom

(2n—1)(n+2)> (2n+1)n
2n*4+3n—2>2n+n
2n > 2
n=1,

a to jest prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych n.
Zatem na mocy kryterium Leibniza o szeregach naprzemiennych szereg (C) jest zbiez-

ny.

W celu obliczenia sumy szeregu (C) rozktadamy jego wyrazy na utamki proste:
2n—1 2n—1 A B

n2—|—n:n(n+1) :g_l—ni—l—l
2n—1=A(n+1)+ Bn
2n—1=An+ A+ Bn
2=A+B, —-1=A
A=—1, B=3.

Wykorzystujemy otrzymany rozktad do roztozenia szeregu na sume dwdch szeregow
przypominajacych szereg anharmoniczny.
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W drugim szeregu zmieniamy numeracje podstawiajac k=n+1
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n=1 n=1 k=1
W ostatniej rownosci skorzystahsmy ze znajomosci sumy szeregu anharmonicznego:
© (1 n+1
S EUT g,
n=1

Odpowiedz: Suma szeregu (C) jest réwna 4ln 2 — 3.

Uwaga:
Warto$¢ sumy szeregu anharmonicznego zostata podana na wyktadzie.
Przedstawiony zostat tez przyktad wykorzystujacy rozktad na utamki proste.
Wydaje si¢ jednak mato prawdopodobne, aby podczas kolokwium ktorykolwiek ze stu-
dentow byt w stanie skutecznie wykorzystac¢ te dwa fakty do poprawnego obliczenia sumy
szeregu (C) - to zadanie jest naprawde trudne.
Jesli mimo to komus sie¢ udalo, oprécz 15 punktéw naleza mu sie gratulacje.
Jesli nikt tego nie dokonatl, no ¢éz, pomimo daty kolokwium, nie nalezy wierzy¢ w Swie-
tego Mikotaja rozdajacego punkty.



Zadanie 18. (5 punktéw)
W kazdym z 5 ponizszych zadan udziel czterech niezaleznych odpowiedzi:
Z - jest Zbiezny (tzn. musi by¢ zbiezny)
R - jest Rozbiezny (tzn. musi by¢ rozbiezny)
N - moze by¢ zbiezny lub rozbiezny (tzn. Nie wiadomo, czasem jest zbiezny, a czasem
rozbiezny)
Za kazde zadanie, w ktérym podasz cztery poprawne odpowiedzi, otrzymasz 1 punkt.
Za pozostate zadania nie otrzymasz punktow.
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18.1 O ciagu (a,) liczb rzeczywistych dodatnich wiadomo, ze ciag ( ) jest zbiezny

Ap+1
oo

do liczby rzeczywistej g. Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci szeregu Zan, jezeli

n=1
wiadomo, ze

a)g=0R b) 0<g<1R
c)g=1N d)1<gZ

18.2 Ciag (a,) liczb rzeczywistych dodatnich jest zbiezny do liczby rzeczywistej g.

. . , .. ;e . an+1 ST . .
Co mozna wywnioskowaé¢ o zbieznosci ciggu , jezeli wiadomo, ze
a

a)g=0N b) 0<g<17Z
c)g=17 d)1<gZ
18.3 O ciagu (ay,) liczb rzeczywistych wiadomo, ze szereg Zan jest zbiezny i jego

n=1
suma jest liczba rzeczywista g. Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci ciagu (a,,), jezeli

wiadomo, ze
a)g=07 b) 0<g<1Z

c)g=17 d)1<gZ
18.4 Ciag (a,) liczb rzeczywistych dodatnich jest zbiezny do liczby rzeczywistej g.

Co mozna wywnioskowac¢ o zbieznosci szeregu Zan, jezeli wiadomo, ze

n=1

a)g=0N b) 0<g<1R
c)g=1R d)1<gR
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18.5 O ciagu (a,,) liczb rzeczywistych dodatnich wiadomo, Ze ciag < > jest zbiezny

n
(e 9]

do liczby rzeczywistej g. Co mozna wywnioskowaé o zbieznosci szeregu Zan, jezeli

n=1
wiadomo, ze

a)g=07%Z b) 0<g<17Z
c)g=1N d)1<gR



