G. PLEBANEK Kombinatoryka NR 11

KOJARZENIE PAR

Przypomnijmy, ze w danym grafie dwudzielnym G = (S, T, E), jezeli M C E jest skojarze-
niem par to poszukiwanie tancucha alternujacego przebiega nastepujaco:

(i) nadaj etykiete (*) wszystkim tym wierzchotkom z S, ktére nie maja pary w M;

(ii) jesli s; € S dostal w poprzednim ruchu etykiete, nadaj etykiete (s;) tym wierzchotkom
z T, ktore sg potaczone krawedzig spoza M i dotychczas nie miaty etykiety;

(iii) jesli t; € T dostal w poprzednim ruchu etykiete, nadaj etykiete (¢;) tym wierzchotkom
z S, ktore sa potaczone krawedzig z M i nie mialy etykiety.

Kazdy wierzchotek moze dosta¢ co najwyzej jedna etykiete. Jezeli etykiete dostat wolny
wierzchotek z T to w ten sposob znajdujemy tancuch alternujacy. Warto poéwiczyc!

. Zauwazy¢, ze twierdzenie Halla o matzenstwach i twierdzenie o SRR sa réwnowazne w tym
sensie, ze jedno tatwo wynika z drugiego.

. Zauwazy¢, ze jesli w grafie dwudzielnym G = (S, T, F) stopien kazdego wierzchotka z S
jest dodatni i nie mniejszy niz stopien dowolnego wierzchotka z T to w G mozna skojarzy¢
|S| par.

. Zauwazy¢, ze jezeli w grafie dwudzielnym G = (5,7, F), gdzie |S| = |T'| = n nie ma zbioréw
blokujacych mocy < n to graf spetnia warunek Halla |G[A]| > |A| dla kazdego A C S.

. Wyprowadzi¢ twierdzenie Halla o malzenstwach z twierdzenia Koniga-Egervary’ego:

W grafie dwudzielnym maksymalna liczba skojarzonych par jest réowna minimalnej mocy
zbioru blokujgcego.

. Dana jest szachownica m xn, w ktorej niektore pola sa zakazane (na przyktadzie zaznaczane
krzyzykami). Zadanie polega na umieszczeniu maksymalnej liczby niezaleznych pionkéw na
pozostatych polach; pionki sa niezalezne jesli zadne dwa nie stoja w tej samej kolumnie i
tym samym wierszu. Zauwazy¢, ze jest to inna wersja zagadnienia kojarzenia w grafie
dwudzielnym. W zwiagzku z tym dla danego ustawienia etykietowanie (poszukujace lepszego
ustawienia) wyglada nastepujaco (dlaczego?):

(a) Nadajemy etykiete (—) wierszom bez pionkéw;

(b) dla danego wiersza i z etykieta nadajemy etykiete (i) tym kolumnom, ktére na prze-
cieciu z tym wierszem majg dopuszczalne pole wolne;

(c) dla danej kolumny j z etykieta nadajemy etykiete (j) tym wierszom. ktére na prze-
cieciu maja pionek; wracamy do (b).



Przyktadowy zestaw do ¢wiczen :
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6. Waskie gardlo. Dla danej macierzy (a;j)1<; j<n Szukamy takiej permutacji o, ktéra mak-
symalizuje wielko$¢

v(o) = I];I;lglgzl Aeor (k) -

Taki problem powstaje, gdy mamy n pracownikéw i tasme produkcyjng ztozona z n sta-
nowisk pracy. Pracownik i osigga wydajnos¢ a,;; pracujac na stanowisku j. Zauwazmy, ze
taka optymalna permutacja maksymalizuje wydajnos¢ tasmy.
Dla danej permutacji o rozwazamy szachownice n x n. Pole (i, j) uznajemy za dopuszczalne
gdy a;; > v(o) i niedopuszczalne w przeciwnym razie. Zauwazy¢, ze o nie jest optymalna
tylko wtedy gdy na tej szachownicy mozna ustawi¢ n niezaleznych pionkow.

7. Zoptymalizowaé prace 6 pracownikéw przy podanej ponizej tabeli wydajnosci rozpoczyna-
jac od przypadkowej permutacji.
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