G. PLEBANEK Kombinatoryka NR 10

GRAFY

. Dany jest spojny graf G o n > 3 wierzchotkach oraz k < n. Zaldézmy, ze dla kazdej pary
réznych, niepotaczonych wierzchotkow zachodzi deg(v)+deg(w) > k. Pokazaé, ze G zawiera
Sciezke dtugosci k (czyli $ciezke o k krawedziach).

. Zalézmy, ze spdjny graf G ma doktadnie 2k > 0 wierzchotkow stopnia nieparzystego.
Pokazaé, ze G mozna roztozy¢ na k krawedziowo roztacznych Sciezek, a na mniej nie mozna.

. W pelnym grafie K,, (majacym n wierzchotkéw i wszystkie krawedzie) jest n"~2 drzew
rozpinajacych. Przypomnijmy, ze kod Priifera wyznacza bijekcje pomiedzy zbiorem drzew
rozpinajacych i zbiorem C' = {1,...,n}"2 dzialajac wedtug recepty

Dla grafu majgcego co nagmniej 2 krawedzie zapisz numer wierzchotka, do ktorego przylq-
czony jest lis¢ o nagmniejszym numerze; nastepnie usun ten lisé.

Zauwazy¢, ze rozne drzewa rozpinajace maja rozne kody. Udowodnij, ze kazdy ciag ze
zbioru C' koduje pewne drzewo rozpinajace.

GRAFY — ZADANIA UZUPELNIAJACE

. Pokaza¢, ze dowolny graf G ma spdjny podgraf G’ taki, ze minimalny stopien wierzchotka
w G’ jest nie mniejszy niz potowa $redniego stopnia wierzchotka w GG. Podaé przyktad grafu
G, w ktérego kazdym (niepustym) podgrafie istnieje wierzchotek stopnia nizszego niz $redni
stopien wierzchotka w G.

. Dany jest spojny graf G = (V, E) i funkcja ¢ : E — R, wyznaczajaca koszty krawedzi. Udo-
wodnié, ze jezeli ¢ jest réznowartosciowa to istnieje jedyne minimalne drzewo rozpinajace
T = (V, E') grafu, to jest jedyne drzewo minimalizujace wielkosé¢ ¢(E') = Y .cp c(e).

. Grafem dualnym do grafu planarnego (V) F) (wyznaczajacego zbiér Scian F') nazwiemy graf
(F, E), w ktorym kazda krawedz taczy obszary, ktére rozdziela.

Inaczej moéwigc, mozna utozsamic¢ $ciane f € F' z pewnym punktem p; do niej nalezacym
i polaczy¢ krawedziami te pary py i pg, dla ktérych $ciany f i g maja wspolng krawedz w
wyjéciowym grafie.

Pokazaé, ze jesli (V, E') jest drzewem rozpinajacym w planarnym grafie (V, E) to (F, E\ E')
jest drzewem rozpinajacym w grafie dualnym (F, E'). Wywnioskowaé stad formute Eulera.

SYSTEMY ROZNYCH REPREZENTANTOW (SRR)

Przypomnijmy, ze ciag zbioréw A = (Aj, As, ..., A,) ma system réznych reprezentantdéw
(SRR), zwany tez transwersala, jezeli istnieja rézne punkty x4, ..., z,, takie ze x; € A; dla
kazdego i < n.

. Niech A = (Ay, Ay, ..., A,) bedzie ciagiem zbioréw, posiadajacym SRR. Niech z bedzie
elementem z A;. Pokazaé, ze istnieje SRR zawierajacy x; pokazac¢ na przyktadzie, ze moze
nie istnie¢ SRR, w ktorym x reprezentuje A;.
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. Niech A = (Ay, A, ..., A,) bedzie ciagiem zbioréw spelniajacym silniejszy Warunek Halla

|A;, UA, U...UA;, | > k+1,

dla kazdego k = 1,2,...,n i dowolnego wyboru k réznych indekséw iy, 1o, ..., 7. Niech x
bedzie elementem z A;. Pokazaé¢, ze A ma SRR, w ktérym x reprezentuje A;.

. Pokazac¢, ze cigg zbiorow

A={12,. o)\ {i},  (i=12...,n),

posiada SRR oraz liczba réznych SRR tego ciagu jest rowna n-tej liczbie nieporzadkéw D,,.

Udowodnic¢, ze jezeli kazdy zbidr z ciggu A ma > d elementéw, a kazdy punkt nalezy do co
najwyzej d zbioréw z A (gdzie d > 0 jest ustalone) to taki ciag ma SRR.

Udowodnié, ze ciag A = (A1, As, ..., A,) niepustych podzbioréw skoriczonego zbioru X ma
SRR wtedy i tylko wtedy gdy |{i : A; C Y'}| < |Y] dla kazdego Y C X

Po rozgrywce brydzowej talia 52 kart jest podzielona na 13 lew po 4 karty. Udowod-
ni¢, ze mozna z kazdej lewy wybra¢ po jednej karcie, tak aby otrzymac¢ wszystkie figury
2,3,...,10,W, D, K, A (bez uwzgledniania koloréw).



