G. PLEBANEK Kombinatoryka(R) (EN LOS TIEMPOS DEL COLERA)

11. TWIERDZENIA RAMSEYA - WERSJA NIESKONCZONA

Twierdzenia Ramseya maja wersje skonczong i nieskoniczona. Wersja nieskonczona jest
nieco tatwiejsza do wystowienia i udowodnienia — od takiej wersji zaczniemy. W odroznie-
niu od poprzednich zagadnien bedziemy rozwazaé nieskonczone zbiory, najczesciej zbiory
przeliczalne (réwnoliczne z N). Dla zbioru X i liczby naturalnej k wprowadzimy oznaczenie

(X]F = {A: AC X, |A| = k).

Na przyktad symbol [N]? oznacza rodzing wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbioru
liczb naturalnych.

Twierdzenia typu Ramseya dotycza funkcji x okreslonej na [X]* i przyjmujacej skocze-
nie wiele wartosci. Taka funkcje nazywamy plastycznie kolorowaniem; jesli na przyktad
x i [X]* — {c1, ..., e} to wygodnie jest mysleé, ze kazdy k-elementowy podzbiér zbioru X
zostal pokolorowany jednym z r kolorow. W takiej sytuacji, zbior A C X nazywamy jedno-
rodnym jezeli funkcja y przyjmuje stata warto$¢ na [A]*. Innymi stowy, zbiér jednorodny
ma wszystkie k-elementowe podzbiory tego samego koloru.

Najprostsze nieskoniczone twierdzenie Ramseya brzmi nastepujaco (wystowimy je na dwa
sposoby, aby poéwiczy¢ zargon).

Twierdzenie 11.1. Dla kazdej funkcji x : [N]* — {0, 1} istnieje nieskoriczony zbiér A C N
jednorodny.

Jezeli pokolorujemy wszystkie dwuelementowe podzbiory N na biato lub czerwono, to ist-
nieje nieskonczony zbior A C N, ktorego wszystkie dwuelementowe podzbiory sq tego samego
koloru.

Dowdd. Niech 1 = 11 Ag = N; dla y > x; para {z1,y} jest albo czerwona, albo biala.
Dlatego istnieje nieskonczony zbiér A; C N\ {z;} i kolor ¢; € {czerwony, bialy}, taki ze
{z1,y} jest koloru ¢; dla wszystkich y € A;.

Drugi krok wyglada podobnie: niech x5 bedzie najmniejszym elementem A;. Rozwazajac
kolory dubletonéw {zo,y} dla y € Ay \ {x2}, znajdziemy nieskoniczony Ay C Ay \ {za} i
kolor ¢y, takie ze {xq,y} jest koloru ¢y dla y € As.

W ten sposéb definiujemy rosnacy cigg 1 < zo < ..., ciagg nieskonczonych zbioréw
N=A4, 2 A; O Ay, D ... i ciag koloréw cy, co, ..., tak ze z, jest najmniejszym elementem
A,_q oraz dla y € A, dubleton {z,,y} jest koloru c,.

No, ale kolory byty tylko dwa: albo ¢, jest bialy dla nieskonczenie wielu n, albo jest
czerwony dla nieskonézenie wielu n. Powiedzmy, ze nieskonczony jest zbior W = {n : ¢, =
biaty}. Wtedy zbiér A = {z, : n € W} ma wszystkie swoje dwuelementowe podzbiory
biate. OJ

Uwaga 11.2. Twierdzenie (jak i pozostate wersje twierdzenia Ramseya) pozostaja
prawdziwe jezeli zbior N zastapi¢ jakimkolwiek zbiorem X réwnolicznym z N. Jezeli g :
X — N jest bijekcja to kolorowanie [X]? definiuje kolorowanie [N]* w oczywisty sposéb itd.



Dla danego zbioru X oznaczmy przez Kx pelny graf o wierzchotkach z X, taki ze kazde
dwa r6zne elementy X polaczone sg krawedzia. Zauwazmy, ze zbiér [N]? to zbiér krawedzi
grafu pelnego Ky. W ten sposob mamy jeszcze jedno plastyczne sformutowanie [11.1

Jezeli krawedzie grafu Ky pokolorujemy kolorem biatym i czerwonym to istnieje nieskon-
czony zbior A C N, taki Ze graf K4 jest ‘bialy’ (ma wszystkie krawedzie biale) lub istnieje
nieskonczony A, taki ze graf K4 jest ‘czerwony’.

Przyktad 11.3. Prosty przyktad zastosowania poznanego twierdzenia: kazdy nieskonczony

ciag réznych liczb rzeczywistych x,, zawiera podciag rosnacy lub zawiera podciag malejacy.
Istotnie: nadajmy kolor biaty dubletonowi {k,n}, gdzie k < n, jezeli z; < x,; w prze-

ciwnym razie powiedzmy, ze taki dubleton jest czarny. Stosujemy Twierdzenie [11.1]1 juz.

Ponizej pierwsze uogolnienie twierdzenia Ramseya.

Twierdzenie 11.4. Dla kazdej funkcji x : [N]* — {0,1} istnieje nieskoriczony 2bidr jed-
k

norodny A C N, czyli taki, ze funkcja x przyjmuje stalg warto$é na [A]*.
Dowad. Przeprowadzimy dowdd przez indukcje po k. Dla k = 1 fakt jest oczywisty, dla
k = 2 bylo to Twierdzenie [L1.1} Krok indukcyjny nasladuje dowdd tego ostatniego (mamy
wprawe wiec pdjdzie szybciej).

Rozwazmy kolorowanie x : [N]**1 — {0,1}. Definiujemy

(i) ciag liczb naturalnych 1 =z <29 < ..

(ii) ciag nieskonczonych zbioréw N = Ay D A} D Ay D .. .;
(i) ciag ¢, € {0, 1};

tak ze
r, = min A,_, oraz x({z,} UI) = ¢, dla I € [A,]".

Krok indukeyjny konstrukeji przeprowadzamy na mocy zatozenia, ze nasze twierdzenie jest
prawdziwe dla kolorowan zbioréw k-elementowych. Zauwazmy, ze wzér x'(1) = x({z,} UI)
koloruje k-elementowe podzbiory zbioru A, \ {z,}.

Wybieramy nieskonczony zbiér B, taki ze ¢, przyjmuje stata wartosé e € {0,1} i stwier-
dzamy, ze wszystkie (k + 1)-elementowe podzbiory zbioru {z, : n € B} sa koloru ¢. U

Uogolnienie twierdzenia Ramseya na wiekszg ilo$¢ kolorow jest juz proste.

Twierdzenie 11.5. Dla kazdej funkcji x : [N]* — {0,1,...,r — 1} istnieje nieskonczony
zbior jednorodny A C N.

Dowdéd. Tym razem zastosujemy indukcje po ilosci koloréw r. Dla r = 2 to jest [I1.4]
Zat6zmy, ze teza zachodzi dla r koloréw i rozwazmy 7+ 1 koloréw {0, 1,...,7} (to jest urok
liczenia od 0).

Robimy melanz z koloru 0 i koloru 1. Formalnie, rozwazamy funkcje

X: NP = {m,2,...,r},



gdzie m jest mieszanka koloréw 0 1. Z zatozenia indukcyjnego istnieje nieskonczony A C N,
taki ze Y jest funkcja stata na [A]*. Jezeli ten staly kolor ma numer wiekszy od 1 to twier-
dzenie jest udowodnione; jezeli wyszedt melanz jako kolor staty to stosujemy Twierdzenie
do kolorowania [A]¥ — {0,1} i to daje teze. O

12. INTERLUDIUM: LEMAT KONIGA

Rozwazmy zbior czesciowo uporzadkowany (P =<); tutaj P jest skonczony lub nieskon-
czony.

Definicja 12.1. Powiedzmy, ze (P =) jest drzewem jezeli

(i) P ma element najmniejszy r € P (zwany korzeniem);
(i) dla kazdego = € P, zbiér {y € P : y < x} jest skoniczony i liniowo uporzadkowany.

Tutaj uzywamy terminu drzewo w nieco inny, sensie niz drzewa w grafachﬂ. Przykta-
dem drzewa jest petne drzewo binarne — zbiér P wszystkich skonczonych ciagéow 7 =
(11,72, ..., Tn), gdzie 7; € {0, 1}; Dla dwoch takich ciagéw 7,7’ dtugosci n i n’ definiujemy
T X7 jezelin<n' it =71 dlak<n.

Przypomnijmy, ze pozbiér C' zbioru czesciowo uporzadkowanego (P <) jest lancuchem
jezeli C' jest liniowo uporzadkowany przez relacje <. Nazwiagzujac do dendrologii, tancuch
w drzewie bywa nazywany gatezig.

Element 2’ nazwiemy nastepnikiem x jezeli x < 2’ i nie stnieje y spelniajacy = < y < 2.

Twierdzenie 12.2 (Lemat Koniga). Jezeli (P, X) jest nieskoniczonym drzewem, w ktérym
kazdy x € P ma skonczenie wiele nastepnikow, to P zawiera nieskonczong galgZ.

Dowdd. Dla dowolnego x € P oznaczmy P(x) = {y € P :z < y}.

Mamy P(r) = P dla korzenia r; niech ay,...,a,, bedzie zbiorem nastepnikéw r. Wte-
dy P\ {r} = P(a1) U...P(an) i dlatego istnieje x; € {ay,...,a,}, taki ze P(x;) jest
nieskonczony.

Analogicznie definiujemy ciag r = zo < 21 < ..., taki ze zbiér P(x,) jest nieskonczony.
W n-tym kroku powtarzamy powyzsze rozumowanie dla nastepnikéow x,. W ten sposob
konstrukcja definiuje nieskonczong gataz. O

13. SKONCZONE TWIERDZENIA RAMSEYA

W ponizszym twierdzeniu nieskonczonos¢ z Twierdzenia [11.5| zostaje zastapiona duza
liczbg naturalng N. Dowdd wersji skonczonej mozna przeprowadzi¢, analizujac poprzednie
dowody. Ponizej postuzymy si¢ jednak Lematem Koniga.

Twierdzenie 13.1. Ustalmy k,r € N Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje liczba natural-
na N, taka Ze dla dowolnego kolorowania [{1,2,..., N}¥ za pomocg r koloréw istnie zbiér
jednorodny mocy n.

lzauwazmy wszakze, ze jezeli drzewo rozpinajace w grafie ztapiemy za 1is¢, tak aby zwislo, a nastepnie
obrécimy do héry nogami to powstanie ilustracja drzewa jako czedciowego porzadku



Dowdd. Ustalmy n (moc szukanego zbioru jednorodnego), k (tej mocy podzbory koloruje-
my) i 7 (liczbe koloréw). Przypusémy, ze nie istnieje liczba N spelniajaca teze.

Rozwazmy wszystkie zte kolorowania odcinkéw poczatkowych postaci {1,2, ..., N}; ‘zte’,
czyli takie, ktore nie dopuszczaja jednorodnego zbioru mocy n. Dla kolorowan y, x' odcin-
kéw {1,2,...,N}i{1,2,..., N’} (odpowiednio) powiemy, ze x =< X’ jezeli N < N’ oraz
X' (I)=x(I)dlal e [{1,2,...,N}*

Zauwazmy, ze jezeli x < x' 1 X’ jest ztym kolorowaniem to x tez jest zle. Dla kolorowania
X zbioru {1,2,..., N} istnieje skoniczenie wiele x’ kolorujacych {1,2,..., N + 1}, takich ze
X =X

Drzewo wszystkich ztych kolorowan jest nieskonczone i na mocy Lematu Koniga posia-
da nieskoriczong galaZz x1 < x2 < ... gdzie x; koloruje [{1,2,..., N;]¥}. Mozemy teraz
zdefiniowaé kolorowanie y catego zbioru [NJ*, jako wspélne rozszerzenie kolorowan y;:

X(I) =xi(I) dla T € [{1,2,..., N;}]-.

7 Twierdzenia istnieje nieskonczony A C N jednorodny wzgledem c. Biorac pierwsze
n elementow zbioru A otrzymujemy sprzeczno$cé. U

Powyzszy dowdd w jezyku topologii jest zwiazany $cisle z pojeciem zwartosci (z ciagu
ztych kolorowan wybieramy podciag zbiezny). Dowdd jest oczywiscie bardzo nieefektywny,
nie moéwi nic, jak duza musi by¢ pierwsza taka liczba N, dla ktérej teza jest spetniona.
W istocie, jak wyjasnimy ponizej, znalezienie konkretnych wartosci liczb Ramseya bywa
bardzo trudne.

Dla ilustracji przedstawimy pewne geometryczne zastosowanie twierdzenia Ramseya po-
chodzace od Erddsa i Szekesa. O punktach na ptaszczyznie mowimy, ze sa w polozeniu
ogolnym, jezeli zadne trzy punkty nie sa wspoétliniowe. Powiedzmy, ze skonczony zbioér
punktéw A jest w polozeniu wypuklym jezeli dla kazdego x € A, x nie nalezy do wielo-
kata wyznaczonego przez A\ {z} (méwiaé Scile, x nie nalezy do otoczki wypuktej zbioru
A\ {a}).

Kazde trzy punkty w potozeniu ogbélnym znjaduja si¢ w potozeniu wypuktym; cztery
punkty w potozeniu ogdélnym nie musza sie znajdowaé¢ w potozeniu wypuklym. Zauwazmy
jednak nastepujacy fakt — to proste ¢wiczenie z geometrii.

Lemat 13.2. Dla danych 5 punktéow w polozeniu ogolnym, 4 sposréd nich znajdujg sie w
potlozeniu wypuklym.

Okazuje sie, ze trzeba mie¢ dane 9 punkéw w potozeniu ogdlnym, aby zawsze mozna byto
wybra¢ 5 wierzchotkéw pieciokata wypuktego.

Twierdzenie 13.3. Dia kazdego n istnieje liczba w(n), taka Ze z kazdego ukladu w(n) punk-
tow w polozeniu ogélnym mozna wybraé n punktow w potoZeniy wypuklym (czyli wierzchotki
wypukiego n-kqta).

Dowad. Kluczowa jest nastepujaca uwaga.

TEZA. Niech A bedzie skonczonym zbiorem punktéw na plaszczyznie w potozeniu ogbdlnym.
Jezeli kazdy zbiér B € [A]* jest w polozeniu wypuktym to caly zbiér A jest w polozeniu
wypukltym.



Istotnie, przypusémy, ze x € A znajduje sie w wielokacie wyznaczonym przez pozostate
punkty. Kazdy wielokat mozna podzieli¢ na trojkaty i x musi naleze¢ do pewnego tréjkata
o wierzchotkach z A\ {z}; to daje cztery punkty nie znajdujace sie w potozeniu wypuktym.

Sprawdzimy teraz, ze szukana tu liczba w(n) jest liczba Ramseya N dla kolorowar
[{1,2,..., N}]* dwoma kolorami. Dla danego zbioru A ztozonego z N punktéw plaszczyzny
w potozeniu ogélnym kolorujemy elementy [A]* na biato jezeli dana czworka jest w poto-
zeniu wypuktym; kolorujemy na czarno w przeciwnym razie. Stosujemy Twierdzenie i
wystarczy teraz przypomniec¢, ze na mocy Lematu nie istnieje piecioelementowy zbior,
w ktorm wszystkie czworki sg czarne. U

Jak juz wspomnielismy w(5) = 9, ale sprawdzenie tego jest nieco zmudne; WIKIPEDIA
twierdzi, ze w(6) = 17 natomiasr wartos¢ w(7) nie jest znana.

Przyjrzymy sie na koniec liczbom Ramseya zwiazanym kolorowaniem dubletonéw na dwa
kolory, czyli kolorowaniem krawedzi graféw na dwa kolory.

Definicja 13.4. Piszemy R(s,t) = N gdy N jest najmniejsza liczba, taka ze przy dowolnym
kolorowaniu krawedzi grafu Ky istnieje peiny podgraf K, pierwszego koloru lub pelny
podgraf K; koloru drugiego.

Zauwazmy, ze R(s,t) = R(t, s), jako ze kolory mozna zamieni¢ miejscami. Jak zobaczymy
ponizej, liczby R(s,t) nietrudno oszacowaé z géry.E]

Lemat 13.5. Dla dowolnych s,t > 2 zachodzi zaleino$é R(s,t) < R(s—1,t)+ R(s,t —1).

Dowdd. Niech N = R(s — 1,t) + R(s,t — 1). Aby pokazaé, ze R(s,t) < N sprawdzimy, ze
przy dowolnym kolorowaniu krawedzi grafu Ky na biato i czarno istnieje biaty podgraf R,
lub czarny R;. Ustalmy wierzchotek v w grafie K ; rozpatrzymy dwa przypadki.

PRrzYPADEK 1. Z v wychodzi co najmniej R(s — 1,t) krawedzi biatych.

Jezeli w zbiorze A potaczonych z v biala krawedzia istnieje B C A taki ze |B| = s — 11
graf Kp jest bialy to graf Kpyy,) tez jest bialtym grafem na s wierzchotkach. W przeciwnym
razie, z definicji liczby R(s — 1,t) wynika ze A zawiera zbiér B mocy t, taki ze Rp jest
czarny.

PrzypPADEK 1I. Z v wychodzi co najwyzej R(s — 1,t) — 1 krawedzi bialych. Poniewaz
wszystkich krawedzi wychodzacych z v jest N — 1, oznacza to, ze co najmniej R(s,t — 1)
tych krawedzi jest czarnych; argument jest wiec symetryczny. U
Twierdzenie 13.6. Dla dowolnych s,t > 2 zachodzi nierownosc
s+t—2
R(s,t) < )
so< (T

Dowdd. Dowdd wynika z Lematu [13.5] przez indukcje po s + ¢, po zastosowaniu wlasnosci
symbolu Newtona:

s+t—3 s+1t—3 s+t —2
)< R(s—1,1 4-1)< — .
R(s,t) < R(s )+ R(s ) ( .9 >+< s—1 ) ( c—1 )

2ponizej dowody za opracowaniem, ktérego autorem jest Jacob Fox


http://math.mit.edu/~fox/MAT307-lecture05.pdf

g

Trudniej jest ustali¢ dokladne wartosé R(s,t); ponizsze dane cytuje za WIKIPEDIA):

Liczba | Wartosé¢ | Odkrywca, rok

R(3,3) 6 Greenwood i Gleason, 1955
R(3,4) 9 Greenwood i Gleason, 1955
R(3,5) 14 Greenwood i Gleason, 1955
R(4,4) 18 Greenwood i Gleason, 1955
R(3,6)| 18 |Kery, 1964

R(3,7)| 23 | Kalbfleich, 1966

R(3,8) 28 Graver i Yachel, 1968

R(3,9) 36 McKay i Zhang Ke Min, 1992
R(4,5) 25 McKay i Radziszowski, 1995

Wiadomo, ze 43 < R(5,5) < 49. Dlaczego ustalenie doktadnej wartosci jest trudne?

Pelny graf K43 ma (423) = 21 - 43 krawedzi i dlatego, jesli nie mamy lepszego pomyshu,

trzeba przejrzeé 22143 kolorowan, a to jest liczba, przy ktoérej ‘liczby astronomiczne’ sa
znikomo male.
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