G. PLEBANEK Kombinatoryka(R) (EN LOS TIEMPOS DEL COLERA)

13. KOJARZENIE PAR I BLOKOWANIE WIERZCHOLKOW

Ogoélnie rzecz ujmujac, zagadnienie optymalizacji dyskretnej polega na znalezieniu naj-
wigkszej (lub najmniejszej) wartosci funkcji g : X — R na zbiorze skoniczonym X. Oczy-
wiscie mozna zawsze przejrzeé wszystkie wartosci g(x) dla z € X i wybraé te najwieksza,
ale na ogot, jezeli zbior X jest duzy, nie jest to dobry pomyst.

Dla zagadnienia ‘szukamy max,¢x g(z)" mozna czasami rozwazy¢ inne zagadnienie, zwa-
ne dualnym postaci mingey g*(y), ktére jest zwiazane z wyjSciowym w ten sposob, ze
g(x) < g*(y) dla dowolnych x € X iy € Y. Przypuscmy, ze znalezliSmy takie dualne
zagadnienie oraz g(zo) = ¢g*(yo) dla pewnych xy € X oraz yo € Y. Wtedy udaje sie jedno-
cze$nie rozwigzacé oba problemy: dla dowolnych z € X, y € Y mamy

9(r) < g"(yo) = 9(x0) < g™ (y),

wiec funkcja ¢ przyjmuje najwiekszg wartos¢ w xg, a funkcja ¢* w yo przyjmuje wartosé
najmniejsza. Zastosujemy ten pomyst to problemu ‘ile par mozna skojarzy¢ w danym grafie
dwudzielnym’.

Definicja 13.1. Dla danego grafu dwudzielnego G = (S, T, E), zbiér B C SUT nazywamy
zbiorem blokujacym jezeli B N {s,t} # () dla kazdej krawedzi {s,t} € F.

Moéwiac obrazowo, kazda krawedZ w grafie jest zablokowana przez element z B, albo na
wierzchotku ‘lewym’ z S, alno na tym ‘prawym’ z T

Lemat 13.2. Jezeli M jest kojarzeniem par w grafie dwudzielnym G = (S, T, F), a B jest
zbiorem blokujgcym w tym grafie to | M| < |B|.

Dowadd. Kazda krawedz z M jest zablokowana przez wierzchotek z B; rézne krawedzie z M
muszg by¢ blokowane przez rézne wierzchotki (co wynika z definicji kojarzenia par); stad

teza. O

W ten sposob widzimy, ze problem ‘ znajdZ minimalng ilo$¢ blokujacych wierzchotkéw’
jest dualny do zagadnienia ‘znajdz maksymalne kojarzenie par’ (oczywiscie dla ustalonego
grafu dwudzielnego). Jestesmy gotowi na to, aby udowodnié, ze algorytm szukania maksy-
malnego kojarzenia par w danym grafie dwudzielnym dziata prawidtowo.

Twierdzenie 13.3. Niech M bedzie kojarzeniem w grafie G = (S, T, E). Jezeli algorytm
etykietujgcy nie znajdzie tancucha alternujgcego, to M jest maksymalnym kojarzeniem w

tym grafie.

Dowdd. Rozwazmy moment zatrzymania sie algorytmu etykietujacego: niech L C S UT

bedzie zbiorem tych wierzchotkéw, ktérym nadano etykiete (ang. label). Niech
B=(S\L)Uu(LNT).

Sprawdzimy, ze B jest zbiorem blokujacym oraz |B| = |M|; na podstawie wczesniejszych
rozwazan pokaze to, ze kojarzenie M jest maksymalne. Ponizsze rozwazania wygodnie jest



sledzi¢ na rysunku - przyktadowy szkic znajduje sie na koncu tekstu (ale lepiej zrobié
wilasny). Kluczowe sa dwa spostrzezenia.

(1) Nie ma w grafie krawedzi {s,t}, takich ze s € SN L it € T\ L (nie ma polaczen
pomiedzy lewa gorna czescia i prawa dolna). Istotnie, taka krawedZ nie moze by¢ w
E\ M bo wtedy algorytm nadalby etykiete wierzchotkowi ¢ (jako ze s ma etykiete). Z
drugiej strony, jesli {s,t} € M to s nie ma etykiety (*) (bo ma pare w kojarzeniu); s
musi mie¢ wiec etykiete ¢; dla pewnego t; € T'N L. Wtedy z s wychodza dwie rézne
krawedzie nalezace do M, a to jest sprzeczne z definicja kojarzenia.

(2) Nie ma w M krawedzi {s,t}, takich ze s € S\ Lit € T'N L (nie ma w M polaczen
pomiedzy lewa dolng czescia i prawa gérna). Istotnie, gdyby taka krawedz byta to s
dostalby etykiete ().

Uwaga (1) oznacza bezposrednio, ze B jest zbiorem blokujacym; sprawdzmy, ze |B| =
Dla kazdego s € S\ L istnieje t € T, taki ze {s,t} € M (gdyby s nie mial pary to dostatby
etykiete (*). Taki ¢ musi spetnia¢ t € T\ L, co wynika z (2). Kazdy t € T'N L ma pare

(inaczej, gdy etykiete dostaje wierzchotek bez pary, otrzymujemy tancuch alternujacy). Z

koniecznosci (patrz (2)) istnieje s € SN L taki ze {s',t} € M. Wynika stad. ze rézne

wierzchotki z B naleza do réznych krawedzi z M. Stad |B| < |M| (nier6wno$é¢ w druga

strone jest zawsze prawdziwa). U

Zauwazmy, ze algorytm jest genialny: podal opis poprawnosci swojego dziatania oraz
udowodnit ponizsze twierdzenie.

Whiosek 13.4 (Konig & Egervary). W grafie dwudzielnym minimalna liczna blokujgcych
wierzchotkow jest rowna maksymalnej liczbie skojarzonych par.

14. TWIERDZENIE DILWORHA

Zilustrujemy pomysty z poprzedniego rozdziatu innym zagadnieniem. Dla danego zbioru
P relacje < nazywamy relacja czeSciowego porzadku jezeli x < x, warunki z <yiy <=z
implikuje x = y oraz x < x,y < z pociaga x < z dla dowolnych x,y, z € P (czyli relacja <
jest zwrotna, stabo antysymetryczmna i przechodnia). Porzadki czesciowe tym sie r6znig
od liniowego, ze pewne elementy moga by¢ nieporéwnywalne; x,y € P sa nieporownywal-
ne, jezeli nie zachodzi x < y i nie zachodzi y < z. Naturalnym przykladem cze$ciowego
porzadku jest C (na rodzinie podzbioréw ustalonego zbioru). Inny przyktad: dla liczb na-
turalnych relacja x|y (x dzieli y) jest czeSciowym porzadkiem. Ponizej typowa ilustracja
tego porzadku na zbiorze wybranych liczb (rys. Michat Korch, MIM UW):
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Definicja 14.1. W zbiorze czesciowo uporzadkowanym (P, <)

(i) zbiér C' C P nazywamy taficuchem, jezeli C jest liniowo uporzadkowany przez =;
(ii) zbiéor A C P nazywamy antylancuchem jezeli kazde dwa rézne element z A sa
nieporownywalne.

W przyktadzie powyzej A = {4,6,9,5} jet antylancuchem; zbiér C = {2,4,8,24} jest
tanicuchem.

Niech (P, <) bedzie skoniczonym zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym. Rozwazmy zagad-
nienie, jaka jest maksymalna moc antytanucha w P oraz dualne do niego zagadnienie, jaka
jest minimalna liczba tancuchow, na jakie mozna roztozyé P. W przyktadzie obie liczby
wynosza 4, prosze sprawdzi¢, i to nie jest przypadek. Dualnos¢ tych zagadnien wynika stad,
ze jezeli P = Cy1 U...(C,, jest rozktadem na tancuchy to m ogranicza z géry moc kazdego
antylaincucha A w P, jako ze |ANC;| < 1).

Twierdzenie 14.2 (Dilworth). W skoniczonym zbiorze czesciowo uporzgdkowanym mak-
symalna moc antylancucha jest rowna minimalnej liczbie tancuchow, na jakie ten zbior
mozna roztozyc.

Dowéd. Mozemy zatozyé, ze nasz zbiér to P = {1,2,...,n} z dana relacja czeSciowego
porzadku <. Piszemy oczywiscie x < y jezeli v <y iz #y.

Rozwazymy zbior S = {s1,89,...,8,} oraz T = {t1,ts,...,t,} oraz graf dwudzielny
G = (S, T, E)’ gdzie definiujemy krawedzie z E poprzez warunek

{sitj} e £ <= i<}

Idea tej konstrukeji jest taka, ze zaréwno s;, jak i t; reprezentujg element ¢ zbioru czesciowo
uporzadkowanego, przy czym s; stuzy do zaznaczania, od czego ¢ jest mniejsze, a t; od czego
1 jest wieksze.

Dowod odwota sie do Wniosku po sprawdzeniu dwoéch faktow.

TEzA 1. Jezeli M jest kojarzeniem par w grafie G to P mozna roztozy¢ na n — |M|
tancuchow.

Istotnie, krawedzie z M jednoznacznie wyznaczaja rozktad P na tancuchy. Na przyktad,
jezeli, dla n = 4 mamy M = {{1,2},{3,4}} to te pary tworza rozlaczne lancuchy; jezeli
natomiast M = {{1,2},{2,3}} to laicuchami sa {1, 2, 3} oraz {4}. Kazda skojarzona przez
M para automatycznie zmniejsza liczbe potrzebnych tancuchéw o 1; stad teza.

TEzA 2. Jezeli B jest zbiorem blokujacym w grafie G to w P istnieje antytancuch mocy
>n—|Bl.

Niech BNS = {s,,...,s;, } iniech BNT = {t;,...,t;, }. Wtedy zbiér

A=P\ ({ir,...,ix} U{j1, .., Jm})

jest antytancuchem: rozne i, j € A sa nieporownywalne jako ze kazda relacja miedzy nimi
jest zablokowana. Ponadto, |A| > n — (k+m) =n —|B).



Z Wniosku istnieje kojarzenie M i zbiér blokujacy B, takie ze |M| = |B|. Na
podstawie Tezy 1 i 2 stwierdzamy, ze w zbiorze P istnieje antytancuch rowny co do mocy
liczbie tancuchéw, na jakie mozna P roztozyc¢. U

Ilustracja do dowodu Twierdzenia [13.3
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