G. PLEBANEK Kombinatoryka(R) (EN LOS TIEMPOS DEL COLERA)

9. SYSTEMY ROZNYCH REPREZENTATNTOW
Odpocznijmy na chwile od graféw i rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przyktad 9.1. Pan Bazyli Zucze prowadzi dobrze prosperujacy zaktad samochodowy i
zatrudnia 5 fachowcow. Trzech sposréd nich potrafi lakierowaé, 4 wymienia¢ opony, dwoch
serwisuje elektronike, 3 wymienia olej, dwoch naprawia klimatyzacje. Dzi§ rano pan Bazyli
stwierdzit, ze ma wykona¢ wszystkie te czynnosci w pieciu roznych samochodach. Czy uda
sie przydzieli¢ wszystkim prace?

Jak wida¢ pracownicy posiadaja na ogdét kilka umiejetnosci. Oczywiscie odpowiedz za-
lezy od tego, jak sie te umiejetnosci rozkladaja. Problem polega na tym, aby z kazdej
grupy (lakiernikéw, elektrykéw etc.) wybraé reprezentanta i ci reprezentanci musza by¢
rozni. Zauwazmy, ze jezeli trzech pracownikow tworzy grupe posiadajaca wytacznosé na 4
umiejetnosci, to bedzie klops.

Definicja 9.2. Niech Aq, As, ..., A, bedzie ciagiem zbioréw, zawartym w pewnym skon-
czonym zbiorze X. Méwimy, ze ciag ten mam system réznych reprezentantéw (SRR) jezeli
istnieja parami rézne xq, xo, ..., T,, takie ze x; € A; dla kazdego 1.

Nietrudno odkry¢, ze warunkiem koniecznym dla istnienia SSR jest to, aby zbiory byty
niepuste, kazde dwa zbiory miaty w sumie przynajmniej 2 elementy, kazde trzy, przynaj-
mniej 3 etc. Ogodlniej,
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Istotnie, jesli ciag x1, 9, ..., x, jest SSR to
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Warunek WH nazywamy warunkiem Halla, tak jak ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 9.3 (Halla, o systemie réznych reprezentantéw). Warunek W H jest koniecz-
ny i dostateczny na to, aby cigg Ay, Ao, ..., A, mial SRR.

Dowdod. Dowod dostatecznosci warunku Halla przeprowadzimy przez indukcje po ilosci zbio-
row Ay, Ao, ..., A, W kroku indukeyjnym wyréznimy dwa przypadki.
Rozwazmy n > 2 zbioréw i przypusémy, ze warunek Halla zachodzi w mocniejszej postaci
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(WHT) > |I|+1 dlakazdego I C {1,2,...,n},spemiajacego || < n.

Wtedy A,, # 0; dla dowolnego x,, € A, rozwazmy zbiory A1\ z,, ..., A,_1\{z,}. Te zbiory
speiaja zwykly warunek Halla wiec z zalozenia indukeyjnego istnieja z; € A;\{x,} parami
rozne dlat=1,...,ny. Wtedy x1,..., 2,1, 2, jest SRR dla calego ciggu.

Ipostaé nie do konica fikcyjna; studiowal kiedys matematyke i prof. Szwarc moze to potwierdzié



Przypadek gdy W H* nie zachodzi oznacza, ze pewne p < n zbioréw ma sume mocy p.
Bez zmniejszenia ogélnosci przypuscmy, ze Ay U...U A, = F i |F| = p. Rozwazmy zbiory
Ay \ F,... A, \ F. Sprawdzimy, ze ten ciag zbioréw spelnia warunck Halla — wtedy
mozemy zastosowac zatozenie indukcyjne osobno dla Ay, ..., A, 1 A, \ F,..., A, \ F.

Dla dowolnego zbioru indekséw J C {p+1,...,n} mamy
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10. KOJARZENIE PAR W GRAFACH DWUDZIELNYCH

Twierdzenie|9.3|jest eleganckie i uzyteczne, ale tylko z teoretycznego punktu widzenia. Co
by powiedziat pan Bazyli (z , ktory tymezasem rozwingt dziatalno$é, ma 10 pracownikow
i 10 ustug w ofercie? Ten Hall kazde mi sprawdzi¢ 2'° = 1024 warunkéw i nie moéwi jak
owy SRR znalez¢. Sprobujemy pana Bazylego ucieszy¢ ponizej.

Jezeli G = (V, E) jest grafem i mozna zbiér wierzchotkéw podzieli¢ na dwie czesci V' =
SUT w ten sposob, ze graf posiada wyltacznie krawedzie postaci {s,t}, gdzie s € S;t € T
to méwimy, ze G jest grafem dwudzielnym i mozemy go zapisa¢ w postaci G = (S, T, F).
Przykladem takiego grafu jest rozwazany wczesniej K 3.

Definicja 10.1. Méwimy, ze M C F jest kojarzeniem (ang. matching) par w grafie dwu-
dzielnym G = (5, T, F) jezeli w grafie G’ = (S, T, M) stopien kazdego wierzchotka wynosi
co najwyzej 1.

Powyzsza definicja oznacza, ze z zadnego wierzchotka s € S nie wychodza dwie krawedzie

ze zbioru M i do zadnego t € T takie dwie krawedzie nie dochodza. Przyktad:
S

Na rysunku przyktadowe kojarzenie zaznaczono czerwonym kolorem. Zauwazmy, ze ko-
jarzenie to nic innego jak réznowartosciowa funkcja f : A — T, okreslona dla pewnego

A C S, taka ze {a, f(a)} € E dla kazdego a € A.



Przyktad 10.2. Zagadnienie istnienia SSR dla ciagu zbiorow Ay,..., A, € X mozemy
zinterpretowa¢ w jezyku kojarzenia par w grafach dwudzielnych:

Niech S ={1,2,...,n} (te wierzchotki reprezentuja zbiory) i niech 7' = X (te wierzchotki
reprezentuja punkty). Rozwazamy graf G = (S, T, E), gdzie F jest zbiorem krawedzi postaci
{k,z}, gdzie z € Ai. Ciag A;,..., A, ma SRR wtedy i tylko wtedy gdy w grafie G mozna
skojarzy¢ n par.

Rozumujac w ten sposéb mozemy zinterpretowaé¢ Twierdzenie W nastepujacy sposob,

Twierdzenie 10.3 (Halla o malzenstwach). Niech G = (S, T, E) bedzie grafem dwudziel-
nym; gdzie |S| = n. Dla dowolnego A C S oznaczmy
GIA| ={teT :{a,t} € E dla pewnego a € A}.
W grafie G istnieje kojarzenie n par wtedy i tylko wtedy gdy |G[A]| > |A| dla kazdego
ACS.

Twierdzenie ma tradycyjna, matrymonialng nazwe (S to kawalerowie, T to panny na
wydaniu etc.). Zadanie dla czytelnika: Sprawdzi¢, ze Twierdzenie jest po prostu prze-
ttumaczeniem Twierdzenia na inny jezyk.

Do korica tej czesci ustalamy graf dwudzielny G = (5,7, E); Rozwazymy nastepujacy
problem.E]

Problem 10.4. Ustalic, ile par mozna skojarzyé w G 1 opisac konstrukcje takiego maksy-
malnego skojarzenia.

Zagadnienia optymalizacji tego typu rozwiazujemy czesto wedtug schematu:

(1) Rozwazamy dowolne kojarzenie (na przyklad M = ());
(2) sprawdzamy, czy M mozna ulepszy¢; jesli nie to STOP;
(3) ulepszamy M do M’ i powtarzamy do skutku.

Opiszamy najpierw sposob ulepszenia kojarzenia.

Definicja 10.5. Dla ustalonego kojarzenia M C F par w G, lancuchem alternujacym
nazywamy zbioér C' krawedzi postaci {s1,t1}, {se,t2}, ..., {sk, tx}, taki ze

(1) S; € S, tl S T,

(ii) {s;,t;i} ¢ M dlai=1,... k;
(iii) {sis1,t;i} eMdlai=1,....,k—1;
(iv) t, oraz sx nie maja par w kojarzeniu M.

Moéwiac obrazowo: tancuch alternujacy zaczyna sie w wolnym wierzcgotku z S, prze-
skakuje do T krawedziami spoza M, wraca do S krawedziami z M i konczy w wolnym
wierzchotku z T. Przyktad dla grafu z rysunku powyzej: {4,6},{1,6},{1,7},{2,7},{2,9}.
Na tym przyktadzie mozna przesledzi¢ ulepszone skojarzenie opisane ponizej.

Lemat 10.6. Jezeli C jest tancuchem alternujgcym dla kojarzenia M to
M=MANC=(M\C)uU(C\M)
jest kojarzeniem par i |M'| = |M| + 1.

2jego rozwiazanie zadowoli pana Bazylego



Dowdd. Zauwazmy, ze operacja M’ = M /A C sprowadza sie to tego, ze wyrzucamy z M
te krawedzie, ktére sa w tacuchu C' (a bylo ich, w oznaczeniach z[10.5] &k — 1), natomiast
doktadamy krawedzie z C' ktére sa spoza M (a jest ich k). Dlatego przybywa dodatkowa
skojarzona para. O

Majac dane kojarzenie M i zastanawiajac sie czy jest ono optymalne, mozemy wiec zadaé
sobie pytanie: Czy istnieje tancuch alternujgcy dla M? Na to pytanie odpowie opisany nizej
algorytm etykietujacy.

Wierzchotkom grafu nadajemy etykiety (méwiace skad przyszlismy, (*) to uméwny po-
czatek). Wierzchotkowi mozemy nada¢ tylko jedna etykiete. Wierzchotki przegladamy w
dowolnej kolejnosci; mozemy umowié sie, ze sa one ponumerowane i przedlagdamy je wg
numerow.

Algorytm 10.7. Dane jest kojarzenie M w grafie dwudzielnym G = (S, T, E).

(1) Nadaj etykiete (*) nieposiadajacym pary wierzchotkom z S.

(2) Jezeli s € S ma etykiete to mozesz nadaé etykiete (s) tym wierzchotkom z T, ktore sa
potaczone z s krawedzia spoza M.

(3) Jezeli etykiete dostal nieskojarzony przez M wierzchotek z T' to STOP (mamy tancuch
alternujacy)

(4) Jezeli t € T ma etykiete to mozesz nadaé etykiete () wierzchotkowi z S, ktéry jest
potaczony z t krawedzig z M.

(5) Jezeli w ostatnim ruchu nie przybyla zadna etykieta to STOP (nie ma ancuchéw
alternujacych i M jest maksymalnym kojareniem par w grafie).

(6) GOTO (2).

Pierwsze zadanie: zobaczmy jak etykietowanie dziala na przykladzie (narysowanym po-
wyzej, lub wlasnym). Jest dos¢ jasne, ze jezeli algorytm zatrzyma sie¢ w (3) to etykiety
pokaza tancuch alternujacy. To, co wymaga dowodu, to nieoczywiste stwierdzenie z (5).



	9. Systemy róznych reprezentatntów
	10. Kojarzenie par w grafach dwudzielnych

