G. PLEBANEK Kombinatoryka(R) (EN LOS TIEMPOS DEL COLERA)

7. DRZEWA
Teoria graféw i dendrologia spotykaja sie w nastepujacych definicjach.

Definicja 7.1. Graf G = (V| F) nazywamy drzewem jezeli G jest grafem spéjnym i nie
zawiera cykli.

Jak pamietamy, cykl w grafie to ciag wierzchotkow xq, xs, ..., z, = x1, w ktérym kazde
dwa kolejne potaczone sa krawedzia. Ponizej bedziemy czesciej nazywaé cykl poprzez zbior
definiujacych go krawedzi.

Definicja 7.2. Wierzchotek stopnia 1 w grafie nazywamy liSciem. -

Twierdzenie 7.3. Rozwazmy graf (prosty) G = (V, E), gdzie V # ().

(a) Jezeli G jest drzewem i |V| > 2 to G posiada lisc.

(b) Jezeli G jest drzewem to |E| =|V|— 1.

(c) Jezeli |E| = |V| — 1 i G nie zawiera cykli to G jest spjny, a wiec jest drzewem.

Dowdd. Aby sprawdzi¢ (a) zalézmy, ze deg(z) > 2 dla kazdego x € V. Wybierzmy dowolny
xr1 € V, a nastepnie xo # x7 polaczony z z; krawedzia. Poniewaz deg(zs) > 2, istnieje
xg € V \ {21, 22} polaczony krawedzia z x5. Poruszamy sie tak dlugo, az napotkamy z,,,
ktéry juz raz wystapit w zbiorze odwiedzanych wierzchotkéw (co nastapi, jako ze rozwazamy
tylko grafy skonczone). W ten sposéb powstanie cykl.

Czesé (b) sprawdzamy przez indukcje po mocy V; dla |V| = 1 mamy |E| = 0 wiec wzdr
zachodzi.

Wiemy, ze G zawiera lis¢, powiedzmy ze x € V jest wierzcholkiem stopnia 1 potaczonym
krawedzia jedynie z y € V. Rozwazmy G’ = (V' E'), gdzie V' =V \ {z}, E' = E'\ {z,y}.
Zauwazmy, ze G’ pozostaje spojny, a wiec tez jest drzewem. Z zalozenia indukcyjnego
|E'| = |V'| = 1; to daje |E| = |V]| — 1.

Dowdd (¢) przeprowadzamy nie wprost. Przypu$émy, ze G nie jest spdjny. Oznacza to, ze
G ma co najmniej dwie sktadowe spdjnosci. Powiedzmy , ze V' mozna podzieli¢ na niepuste
i roztaczne zbiory Vi,..., Vi w ten sposob, ze kazda czesc V; jest spdjna, natomiast nie
ma krawedzi pomiedzy wierzchotkami z V; i tymi z V; dla ¢ # j. Graf G rozktada si¢ w
naturalny sposéb na grafy G; = (V;, E;); tutaj E; oznacza te krawedzie z E ktore lacza
pewne wierzchotki z V.

Wtedy G; jest drzewem (jest sp6jny i nie zawiera cykli bo G ich nie zawieral). Z (b)

wynika |E;| = |V;| — 1 dla kazdego i. Dodajac te réwnania stronami otrzymujemy
Bl =2 B =3 (Vi =) => Vil =k = VI -k<[V]-1,
i<k i<k i<k
jako ze k > 2; sprzecznosc! U

Definicja 7.4. Jezeli G = (V, E) jest grafem, a graf postaci T = (V, E’), gdzie E' C E,
jest drzewem to 7' nazywamy drzewem rozpinajacym w grafie G.



Drzewo rozpinajace jest wiec zbudowane na tych samych wierzchotkach co wyjsciowy
graf, ale ma na og6t mniej krawedzi — wyjsciowy graf moze zawiera¢ cykle, a my budujemy
minimalny szkielet potaczen miedzy wierzchotkami.

Na rysunku czarne krawedzie tworzg drzewo rozpinajace natomiast niebieskie krawedzie
nie tworza takiego drzewa (nie mozna sie niebieskimi krawedziami dosta¢ do wszystkich
wierzchotkéw). Warto narysowaé samemu nieduzy graf i przekonaé sie, ze moze on posiadaé
bardzo duzo réznych drzew rozpinajacych.

Twierdzenie 7.5. Kazdy spojny graf G posiada drzewo rozpinajgce.

Dowaéd. Jezeli G nie ma cykli to sam jest drzewem. Jesli G ma cykl C' to mozna z C
usung¢ jedna krawedz i taki graf G’ pozostaje spéjny. Te uwage mozna zastosowaé do
G'. Postepujac w ten sposéb odchudzimy graf do grafu spdjnego bez cykli, czyli drzewa
wlasnie. O

Rozwazymy teraz pytanie, ile drzew rozpinajacych ma pelny graf K,, posiadajacy n
wierzchotkéw i wszystkie (Z) krawedzie. Dla n = 3 drzewo rozpinajace ma 2 krawedzie i
kazda para krawedzi takie drzewo tworzy; tym samym sa 3 drzewa rozpinajace. Dla n =4
narysowanie wszystkich drzew rozpinajacych jest juz ucigzliwe. Latwo jednak je zliczy¢:
Graf ma (3) = 6 krawedzi, a wiec jest (g) = 20 trojek krawedzi, ktore moga stanowic
drzewo rozpinajace. Sa 4 zte uktady (4 cykle), a wie¢ odpowiedz jest taka, ze K, ma 16
drzew rozpinajacych. Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.6 (Caley). Dla kaZdego n graf K, mrzew rozpinajgcych.

Dowodd twierdzenia mozna przeprowadzi¢ w oparciu o tak zwany kod Prifera. Niech
K, bedzie grafem na zbiorze wierzchotkow V = {1,2,..., Wszy algorytm koduje
drzewa rozpinajace w K, za pomoca ciagdéw ze zbioru {1,2,...,n}""2 /—(

Zaczynamy od pewnego drzewa rozpinajacego T’ :mafu K, i budujemy ciag
drzew T; = (V;, E;), gdzie V =V, D V1 D Vo D ...1 E' = Ey O E; 2 Ey D ... jednoczesnie
budujac kod (cy, ¢z, ..., ¢p0) drzewa T l -2 l -2
(1) Jezeli drzewo T; ma jedna krawedz to STOP. { I - mg ~ N
(2) Znajdujemy w T; 1i$¢ v 0 najnizszym numerze. Jest on potagczony z jedynym wierzchot-

kiem w € E;. .
(3) Definiujemy c¢;11 = w, Viyr = V; \ {v}, Eiy1 = E; \ {{v,w}}. —
(4) Wracamy do (1).

Dowd6d twierdzenia Caley’a opiera sie na dwoch faktach. f‘
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Lemat 7.7. (a) Rozne drzewa rozpinajgce majg rozne kody.
(b) Kazdy cigg (c1,¢,...,Cn2) € {1,2,...,n}""2 jest kodem pewnego drzewa rozpinajqgce-
go.

Analiza tych faktéw bedzie sugerowanym zadaniem na ¢wiczenia; (b) wymaga opisania
algorytmu tworzenia drzewa na podstawie kodu — mozna zajrze¢ do Wiki

Skoro drzew rozpinajacych moze by¢ w danym grafie tak duzo to, aby wybraé drzewo roz-
pinajace o pewnej wtasnosci, warto zaprojektowaé efektywny algorytm. Ponizszy przyktad
nalezy do najstarszych. Rozwazmy znowu graf

w ktérym krawedziom przypisano umowne

koszty, na przyktad fizyczne odlegtosci. Jezeli jest to schemat potaczen pomiedzy osiedla-
mi, a firma chce wszystkie osiedla potaczy¢ $wiattowodem, to bedzie szukaé¢ najtanszego
drzewa rozpinajacego, czyli takiego ze suma kosztéw jego krawedzi jest najmniejsza. To
wspotezesnosé; w XIX wieku rozwazano ten problem dla zbudowania najmniej kosztownej
sieci potaczen kolejowych pomiedzy miastami (wzdtuz istniejacych poltaczen drogowych).

Ogolniej problem, zwany Minimal Spanning Tree Problem (MSTP), rozwaza graf sp6jny
G = (V,E) i funkcje ¢ : E — R, kosztéw krawedzi. Problem polega na znalezieniu drzewa
rozpinajacego T = (V, E') w tym grafie, dla ktérego koszt czyli wielko$¢

o(E') =) cle),
c€E’

jest najmniejsza.

Algorytm rozwigzujacy MSTP jest dosé prosty i cheiwy', za kazdym razie wybieramy
najtansza opcje w nastepujacyh krokach:

(1) Wybieramy krawedz e; € E o najmniejszym koszcie c(ey) (tych krawedzi moze by¢
wiecej, wtedy bierzemy jedng z nich).

(2) W nastepnych krokach dany jest zbior krawedzi eq,...,e; € E bez cyklu, Jezeli i =
|[V| =1 to STOP. W przeciwnym przypadku zbiér F' = E'\ {ey,...,e;} jest niepusty;
wybieramy e;; € F taka, ze c(e;11) ma najmniejsza warto$¢ dla tych e € F, dla
ktorych zbior {ey, ..., e;, e} nie zawiera cyklu.

Niech |V| = n; zauwazmy, ze algorytm zatrzyma sie po kroku n — 1 wskazujac zbiér n—1
krawedzi bez cyklu, to jest definiujac drzewo rozpinajace, patrz Twierdzenie 7.3. Nalezy
sie jednak upewni¢, ze wskazane drzewo jest faktycznie najtansze (a moze takomiac sie na
tania krawedZ w pierwszym kroku, potem jeste$my skazani na bardzo kosztowne?). Dowdd
opera si¢ na nastepujacym lemacie o wymianie krawedzi w drzewie rozpinajgcym.

Lalgorytm cheiwy (ang, greedy) to taki, ktéry idzie po najmniejszej linii oporu



Lemat 7.8. Niech Ty = (V,Ey) i Ty = (V, Es) bedqg drzewami rozpinajgcymi w grafie
G = (V, E). Jezeliey € Ey\ Ey to istnieje taka krawed? es € Esy, Ze krawedzie Ey\ {e1 }U{e2}
tworzq drzewo rozpinajgce.

Dowdd. Zbior krawedzi EsU{e;} ma moc |V, a wiec zawiera cykl C' - patrz Twierdzenie 7.3
(tutaj cykl rozumiemy jako zbér krawedzi, a nie wierzchotkow). Wtedy C'\ E; jest niepusty
(Ey sa krawedzimi drzewa wiec nie zawieraja cyklu). Wybieramy e, € C' \ Fi; wtedy
Ey \ {e1} U{ey} sa faktycznie krawedziami drzewa rozpinajacego na mocy Twierdzenia
7.3(c). O

Twierdzenie 7.9. Opisany wyzej algorytm wskazuje drzewo rozpinajace o najmniejszym
koszcie.

Dowadd. Niech T bedzie drzewem o krawedziach eq,...,e,_; wskazanym przez algorytm.
Niech Ty = (V, Ey) bedzie optymalnym drzewem rozpinajacym, minimalizujacym koszty.

Jezeli te dwa drzewa sg rézne to wybieramy pierwsze taki ¢, ze e; 1 nie jest krawedzig w
drzewie optymalnym Tj. Na mocy Lematu 7.8 istnieje krawedz f w T}, taka ze krawedzie
Ey = Eg\ {f} U{eir1} tez tworza drzewo rozpinajace. Wtedy ¢(Ey) < C(E;) (jako ze Ey
tworza optymalne drzewo); dlatego

c(By) < e(Br) = e(Eo) — e(f) + clessr). /’“b c (N) =c(€pq)

Stad c(f) < c(ejq1). Z drugiej strony, c(e;+1) < c(f) bo tak dziata algorytm w tym kroku.
Ostatecznie ¢(Fy) = ¢(F1), czyli krawedzie E) tez tworzg optymalne drzewo.

To rozumowanie pokazalo, ze mozemy zwiekszaé ilos¢ wspélnych krawedzi w drzewie
wskazanym prze algorytm i w drzewie optymalnym. Po skonczonej ilosci takich operacji
dojdziemy do wniosku, ze wybrane przez algorytm drzewo tez jest optymalne. 0
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