[O]dwolywanie sie do intucji geometrycznych w pierwszej prezentacji rachunku rézniczkowego uwazam za
niezmiernie uzyteczne z dydaktycznego punktu widzenia, a nawet za niezastgpione, gdy nie chcemy tracié zbyt
duzo czasu. Temu jednak ze taka forma wprowadzenia w rachunek rézniczkowy nie moze roscié¢ sobie pretensji
do bycia naukowq, nikt nie zaprzeczy. Poczucie niezadowolenia bylo we mnie tak przemozne, zZe podjalem
zdecydowane postanowienie, aby rozmyslaé nad tym problemem, dopdki nie znajde czysto arytmetycznego i
doskonale rygorystycznego ugruntowania zasad analizy infinitezymalnej.

Czesto slyszy sie, ze rachunek rézniczkowy zagmuje sie wielkoSciami cigglymi, ale nie podaje sie nigdy
wyjasnienia, czym jest ta cigglo$é. (...) [Nalezalo wiec] zagwarantowaé rzeczywistq definicje istoty cigglosci.
Osiggnalem ten cel 24 listopada roku 1858, a kilka dni péiniej przedstawilem wyniki swych rozmyslan memu
drogiemu przyjacielowi Durége, z ktérym odbylem dlugq i zywq dyskusje. (Richard Dedekind 1872)
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1. UJECIE AKSJOMATYCZNE

7 algebraicznego punktu widzenia zbiér liczb wymiernych @ stanowi ciafo. Przypomnijmy, ze
zbiér ) nazywamy cialem, jeSli okreslone sa w nim dwa dzialania

(l',y)—>$+y, (xvy)_)xyv
zwane odpowiednio dodawaniem i mnozeniem, o nastepujacych wlasnosciach. Dodawanie jest tacz-
ne i przemienne z elementem neutralnym oznaczanym zazwycza] przez 0. Ponadto, kazdy element
x € ) posiada element przeciwny. Mnozenie jest laczne i przemienne z elementem neutralnym
oznaczanym przez e lub 1 réznym od 0. Rézne od zera elementy 2 posiadaja element odwrotny.
Wreszcie mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Cialo € nazywa sie ciatem liniowo uporzqdkowanym, jesli istnieje w nim relacja liniowego po-
rzadku, ktéra ta jest zgodna z dziataniami algebraicznymi w tym sensie, ze zostaje zachowana, gdy
do obu stron nieréwnosci dodamy te sama liczbe lub pomnozymy je przez te sama liczbe dodatnia.

Izomorfizmem cial liniowo uporzadkowanych Q1, {05 nazywamy bijekcje ¢ : 21 — 5 0 wlasno-
Sciach

(a) elx+y) = v(x) + »(y),
(b) o(ry) = o(x)e(y),

(c) jesli & <y, to p(z) < p(y) dla z,y € Q4.
1
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7 punktu widzenia analizy istotna jest wlasnosé cigglosci cialta.

1.1 (wlasno$é ciaglo$ci). Niech bedzie dany ograniczony od géry niepusty podzbidr E liniowo
uporzgdkowanego ciala Q. Wsrod liczb ograniczajgcych E od gory jest zawsze liczba najmniejsza.

Czytelnik samodzielnie sprawdzi, ze ponizsze sformulowanie wyraza te sama wlasnosé.

1.2 (sformulowanie réwnowazne). Niech bedzie dany ograniczony od dolu niepusty podzbidr
FE liniowo uporzgdkowanego ciata 2. Wsrod liczb ograniczajgcych E od dolu jest zawsze liczba
najwieksza.

1.3. Definicja. Jesli cialo liniowo uporzgdkowane spelnia aksjomat cigglosci, to najmniejsze gérne
ograniczenie zbioru E ograniczonego od gory nazywamy jego kresem gornym i oznaczamy przez
sup E. Najwieksze z dolnych ograniczen zbioru F ograniczonego od dotu nazywamy kresem dolnym
1 oznaczamy przez inf F.

1.4. Cialo liczb wymiernych Q nie spelnia aksomatu cigglosci.

Dowéd. Zacznijmy od spostrzezenia znanego juz Pitagorasowi, ze réwnanie #2 = 2 nie ma rozwia-

zan w liczbach wymiernych. Rzeczywiscie, przypu$émy, ze pewna liczba wymierna x dana utamkiem
nieskracalnym z = p/q spelnia to réwnanie. Wtedy

p2 — 2q2

i chwila namystu wystarczy, by stwierdzi¢, ze p?, a wiec i p jest liczba parzysta. Wtedy jednak
réwniez ¢2, a co za tym idzie, takze g jest liczba parzysta, co stoi w sprzecznoéci z nieskracalnoécig
utamka p/q.

Rozwazmy zbiory

E={zcQ:x>0,z* <2}, F={yecQ:y>0, y*>2}.

Oba sg niepuste, bo 1 € E i 2 € F. Pokazemy, ze F' nie ma elementu najmniejszego, a wiec ze dla
kazdego y € F' istnieje z € F, takie ze z < y. Dla n € N niech y,, =y — 1/n. Wtedy

2

1 2y 1 2y

yi:(y—) :y2———|—f2>2+(y2—2)_7,
n n n n

wiec jesli

to z = y, jest szukanym elementem.

Podobnie wykazujemy, ze F nie ma elementu najwiekszego.

Z tozsamosci

y?—a® = (y —x)(y + )

wnioskujemy, ze y jest gérnym ograniczeniem E, wtedy i tylko wtedy gdy y? > 22 dla wszystkich
x € E, co pokazuje, ze kazdy element F jest gérnym ograniczeniem E. 7 drugiej strony jesli y & F,
to y € E lub y < 0. Zadna liczba ujemna nie jest gérnym ograniczeniem E. Nie moze byé nim
takze zaden z elementéw E, bo E nie ma najwiekszego elementu. Zatem F' jest zbiorem wszystkich
gérnych ograniczen F, ale nie ma elementu najmniejszego, co konczy dowdd. O

Przez pewien czas bedziemy przez 1 oznaczaé¢ jedynke w ciele €. Niech
nl=14+14..-4+1, ne N,
gdzie suma obejmuje n identycznych sktadnikéw.

1.5 (wlasno$¢ Archimedesa). Niech Q bedzie uporzqdkowanym liniowo cialem z wlasnoscig
cigglosci. Wowczas dla kazdej liczby a > 0 istnieje k € N, takie Ze k1 > a.
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Dowdd. Przypusémy nie wprost, ze tak nie jest. Wtedy a jest gbrnym ograniczeniem zbioru F =
{k1 : k € Z}. Na mocy zasady ciagloéci (1.1) istnieje najmniejsze gérne ograniczenie ¢ zbioru
E. Mamy ¢ — 1 < ¢, wigc ¢ — 1 nie jest gérnym ograniczeniem FE. Stad istnieje k € Z, takie ze
k1 > ¢ —1, a to pociaga (k + 1)1 > ¢ whrew temu, ze ¢ jest ograniczeniem E. Sprzeczno$é. O

1.6. Uwaga. Jesli cialo Q) ma wlasno$é Archimedesa, to dla kazdego a > 0 i kazdego b € () istnieje
k € N, takie ze
ka <b< (k+1)b.

1.7. Uwaga. Cialo liczb wymiernych @ ma wlasnosé Archimedesa, chociaz nie spelnia aksjomatu
ciaglosci.

1.8. Lemat. Niech Q2 bedzie ciatem, a P podzbiorem Q o wlasnosciach:
1) Q\{0}=PU-P,
2) PN(—P) =10,
3) JeSliz,y€e P, tox+y € P ixy € P.
Wtedy relacja zdefiniowana wzorem
r>y < xz—yeP
jest relacjg porzgdku lintowego w ) zgodnego z dzialaniams.

Latwy dowdd pozostawiamy Czytelnikowi.

1.9. Przyklad. Podamy teraz przyktad ciatla liniowo uporzadkowanego, ktére nie spelnia aksjo-
matu Archimedesa, a wobec tego nie spelnia rowniez aksjomatu ciagtosci. Niech 2 oznacza zbidr,
do ktérego nalezy funkcja zerowa oraz wszystkie funkcje f : Q — @Q postaci

X _ zmp(x)

*) fla) =50

gdzie m € Z, a p,1 sa wielomianami i (0) # 0 # ©(0). W spos6b oczywisty 2 jest cialem ze
zwyklym dodawaniem i mnozeniem funkcji. Elementem zerowym jest funkcja zerowa 0(z) = 0, a
jedynka funkcja 1(x) = 1.

Aby wprowadzi¢ w 2 porzadek definiujemy najpierw elementy dodatnie. Niech f bedzie postaci
(*). Powiemy, ze f = 0, jesli ¢(0)1(0) > 0. Zgodnie z ta definicja, kazda z funkcji 2™, gdzie n € Z,
jest elementem dodatnim. Podobnie 2™ — 2™ > 0, jedli n < m.

Okreslony tak zbior elementéw dodatnich ma wszystkie wlasnosci wymagane w Lemacie 1.8,
wiec wzor

f=g9g <= g—-f>0
definiuje relacje porzadku liniowego, ktory jest zgodny z dzialaniami w ). Ponadto, dla kazdego
n € N mamy

nl <z 1

co zaprzecza wlasnosci Archimedesa.

1.10 (wlasno$é gestosci). Uporzadkowane liniowo cialo 2 z wlasnoscig Archimedesa zawiera
podciato Q izomorficzne z cialtem Q, w taki sposdb ze dla kazdych a,b € §)
jesli a < b, to istnieje x € Q, takie Ze a < x < b.

Dowdéd. Definiujemy odwzorowanie

Q3p/g— (P1)(q1)"' € Q.
Pozostawiamy Czytelnikowi, sprawdzenie, ze definicja jest jednoznaczna i ze jest to odwzorowanie
réznowartosciowe spelniajace warunki a),b),c) dla w,v € Q. Stad tez latwo wynika, ze Q = ¢(Q)
jest podcialem ciala €.
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Od tej pory bedziemy pisaé
(p1)(q1) " =pg~" =
W szczegdlnosci zamiast 1 bedziemy pisaé 1.

Przechodzimy do drugiej czesci dowodu. Niech a,b € Q i a < b. Na mocy a) istnieje n € N,
takie ze n > ﬁ, a wiec 1/n < b — a. Korzystajac ponownie z a) znajdujemy m € Z, takie ze

p
q

m m—+1
— <b< .
n n
Zauwazmy, ze
m 1
b— — < —
n n
a wiec
m
a< — <b.
n

O

1.11. Przyklad. Powrécmy do ciata © funkcji wymiernych z Przyktadu 1.9, by zauwazy¢, ze
ono tez zawiera podcialo izomorficzne z Q. Jest nim podcialo @ zlozone z funkcji statych. Widaé
jednak, ze zbiorowi Q daleko do bycia gestym w ciele (2.

1.12. Lemat. a) Niech bedg dane liczby wymierne w, z,y € Q, takie ze w < z+y. Witedy w = u+v,
gdzie u,v sg wymierne it u < x, v < y.

b) Niech bedg dane dodatnie liczby wymierne w,x,y € Q, takie ze w < xy. Wtedy w = uwv, gdzie
u,v $q dodatnie wymierne iu <, v < Y.

Dowdd. a) Mamy w—x < y, wiec istnieje u € Q, takie ze w—z < u < y. Wtedy w = u+(w—u) =
u + v jest szukanym roztadem.
b) Drugiej czesci dowodzi sie analogicznie. O

1.13. Twierdzenie. Niech 21 i Qs bedg cialami liniowo uporzgdkowanymi spelniajgcym aksjomat
cigglosci. Wowczas istnieje izomorfizm @ : 0 — Q.

Dowdd. Na mocy Twierdzenia (1.10) istnieja geste podciatla @, C ;1 i Q4 C o, oba izomorficzne
z cialem liczb wymiernych Q. Niech wigc ¢ : Q; — Q5 bedzie izomorfizmem tych dwdch cial.
Zacznijmy od nastepujacej uwagi: Jesli
Alz) ={p(w) :w <z,we i},  Bx)={pW):v>z0ve i}
to dla dowolnego x € Qg
sup A(x) = inf B(z).
Faktycznie, jesli o(w) € A(x) i p(v) € B(z), to o(w) < ¢(v), a wigc sup A(zx) < sup B(z).
Jednoczesnie mozliwosé sup A(z) < sup B(x) jest wykluczona, bo wtedy istniatyby u,t € Q, takie
ze sup A(x) < p(u) < ¢(t) < inf B(x) i mielibySmy z < u < t < x, co stanowi sprzecznosé.
W szczegdlnoscei, gdy = € Q1, mamy
(1.14) sup A(z) < ¢(z) < inf B(z), x € Qy,
w wiec wszystkie trzy wielkosci sa sobie rowne.
Definiujemy ® : 2 — Qs w nastepujacy sposéb: Dla z € 4, y € Qs niech
®(x) = sup A(x) = inf B(z).
Na mocy (1.14) ® jest rozszerzeniem .
1) Niech teraz z,y € Q1 i x < y. Niech v,w € @, beda takie, ze z < v < w < y. Wtedy
D(z) < p(v) < p(w) < (y),

wiec odwzorowanie ® zachowuje porzadek i jest roznowartoéciowe.
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2) Aby wykazaé, ze ® jest bijekcja, wystarczy stwierdzié, ze jest ,na”. Niech y € 5. Poszukamy
x € , takiego ze ®(z) = y. Polézmy

Cly) ={we Q1:p(w) <y}, x=supC(y).

Jedli w < x, to istnieje u € C(y), takie ze w < u < x, wiec na mocy 1) p(w)
O(z) < y. Z drugiej strony, jesli p(w) < y, to w € C(y). Stad w < z i p(w) <
y < ®(x). Ostatecznie, P(x) = y, a zatem P jest bijekcja.

3) W kolejnym kroku pokazujemy, ze ®(—z) = —®(x). Rzeczywiscie,

®(—x) = sup A(—z) = sup —B(z) = —inf B(z) = —®(x).

< Yy, a zatem
d(x), a wiec

4) Checemy teraz pokazaé, ze ®(x + y) = ®(z) + ®(y). W tym celu wystarczy zauwazyé, ze
Az +y) = Az) + A(y).

Rzeczywiscie, jesli p(u)+¢(v) = p(u+v) € A(x)+A(y), to p(u+v) € A(z+y), wiec A(x)+A(y) C
A(z +y). Jesli natomiast p(w) € A(z +vy), to w < x +y. Zgodnie z Lematem 1.12 istnieja u < x i
v < y, takie ze w = u 4+ v. Zatem A(z +y) C A(z) + A(y).

5) Aby pokazaé, ze

(1.15) P(zy) = 2(2)®(y),  =,y>0,

wystarczy dowiesé, ze B(zy) = B(x)B(y). Dowdd jest analogiczny do dowodu 4) i korzysta z
Lematu 1.12 b).

Niech teraz x,y € Q; beda dowolne. Przypadek =,y > 0 juz rozwazyliémy (patrz (1.15)). Jesli
x> 01y <0, tonamocy 3)1i(1.15)

P(zy) = ®(—z(-y)) = —(z(-y))

Jedli z < 0,y < 0, rozumujemy analogicznie. O

i
|
&
O
iy
S
i
&
&
&
S

2. PRZEKROJE DEDEKINDA
Naszym gléwnym celem jest teraz udowodnienie nastepujacego twierdzenia.
2.1. Twierdzenie. Istnieje ciato liniowo uporzedkowane R majgce wlasnosé cigglosci.

2.2. Definicja. To jedyne z dokladnosciq do izomorfizmu liniowo uporzedkowane cialo z wlasno-
Sciq cigglosci R (Twierdzenie 1.13) bedziemy nazywaé cialem liczb rzeczywistych.

Tak jak do tej pory bedziemy zakladaé, ze znane i dane jest cialo liczb wymiernych, a zmierzaé
bedziemy do konstrukcji liniowo uporzadkowanego ciala z wlasnoscia cigglosci, co bedzie stanowic¢
dowdd Twierdzenia 2.1. Konstrukeje te zawdzieczamy Dedekindowi [1]. Oparta jest ona na pojeciu
przekroju.

2.3. Definicja. Przekrojem Dedekinda nazywamy kazZdy wlasciwy podzbior Q, ktory nie zawiera
elementu najwiekszego i wraz z kazdym swoim elementem x zawiera wszystkie liczby mniejsze od
x. Klase wszystkich przekrojow Dedekinda bedziemy oznaczaé przez R.

Nietrudno zauwazy¢, ze jesli a i 0 sa przekrojami, to
aCp lub 8 C a.
Zatem relacja inkluzji wprowadza porzadek liniowy w R C 29.

2.4. Niech bedzie dany niepusty podzbiér E C R ograniczony z gory. Wsréd elementow R ograni-
czajgeych E od gory istnieje najmniejszy.
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Dowdd. Nietrudno sprawdzié, ze zbidr
o= U 3

jest przekrojem i ma zadana wlasnosc. O

Niech bedzie dana liczba wymierna = € Q. Zbiér
r={yeQ:y<uz}
jest, jak tatwo sprawdzié, przekrojem. Przekroje tej postaci bedziemy nazywaé wymiernymsi. Niech
Q={z"eR:ze€Q}.
Oczywiscie nie kazdy przekrdj jest wymierny. Przykladem przekroju niewymiernego jest zbior
a={reQ:x<0}U{recqQ:a? <2}
Czytelnik domysla sie, ze rodzina przekrojéow R jest naszym kandydatem na cialo liczb rzeczy-

wistych. Jak dotad wimy, ze w R obowiazuje porzadek liniowy i spelniony jest aksjomat cigglosci.
Pozostaje wprowadzi¢ dzialania, w taki sposéb by

a) spelnialy aksjomaty ciala,

b) byly zgodne zgodne z relacja porzadku C.

3. DZIALANIA NA PRZEKROJACH
Definiujemy dziatania w R. Zaczniemy od lematow.

3.1. Lemat. Niech o € R. Dla kazdego n € N istnieje (dokladnie jedna) liczba calkowita m,,,

taka zZe
m 1
Ty, = — € q, Tn+— ¢ a.
n n

Dowdd. Dla ustalonego n € N rozwazmy liczby postaci m/n, gdzie m € Z. Niech m,, bedzie
najwiekszym sposréd tych m, dla ktérych m/n € a. (]
3.2. Lemat. Niech u < x + vy, gdzie u,x,y € Q. Wowczas u = w + v, gdzie w < x, v < y 1
w,v € Q.
Dowdéd. 7 zalozenia u — x < y, wiec istnieje v € @, takie ze u —x < v < y. Niech w =u —v € Q,
Wtedy u =w+viw=u—v <z oraz v <y. O
3.3. Twierdzenie (dodawanie). Jesli o, 8 € R, to takze

at+p={z+y:x€aycps} —a={y€Q:3,eqVeca x+y < 2z<0}
sq przekrojami. Tak zdefiniowane dodawanie jest przemienne i lgczne, a 0* jest jego elementem
neutralnym i

a+ (—a) =0%, a€R.

Co wiecej, dla dowolnego 0* C v nieréwnosé a C 3 pocigga

a+yCB+1.

Dowdéd jest raczej rutynowy, wiec go pomijamy. Podpowiedzmy, ze sprawdzenie, ze o + 0 jest
przekrojem wymaga Lematu 1.12 a).

Mnozenie przekrojéw zdefiniujemy najpierw dla przekrojéw nieujemnych dodatnich, tj. takich,
ze 0% C a.
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3.4. Twierdzenie (mnozenie). Jesli o, § € R sq dodatnie, to takze
afB = (0,00)U{zy:z,y >0,z € o,y € G},
oraz
a ™t ={-00,00U{y€Q:y >0 oraz I,cqVscar>0 Ty < z < 1}.
sq przekrojami dodatnimi. Tok zdefiniowane mmnozenie jest przemienne i {gczne, a 1* jest jego

elementem neutralnym i
ao”l =17,

Ten dowod tez przebiega rutynowo i analogicznie do dowodu Twierdzenia 3.3.

3.5. Wniosek. Jesli a, 3,7 € R sq dodatnie, to

(a) (a+B)y =ay+ By.
Jesli dodatkowo B C «a, to takze
(b) (= B)y = ay — Bry.

Dowdd. Pierwsza cze$é¢ wniosku wynika latwo z definicji mnozenia przekrojéw i z analogicznej
wlasnosci dla liczb wymiernych. Druga wynika z pierwszej, bo

(a=PFy+By=(a=F+P)y=ar

Po przeniesieniu wyrazu v na druga strone, otrzymujemy teze. ]
3.6. Wniosek. Jesli 0* Ca C 510" Cr, to ay C fBy.
3.7. Definicja. Dia o € R niech

17, 0* C a,

oa) =

(=1)*, aco0*.

oraz
lo] = o(@)a.

3.8. Definicja. Mnozenie nastepujgcy sposéb. Dla elementéw 1* ¢ (—1)*:
P1r=1, —(D)(=D)*=1%  (=1)1* =1*(=1)* = (-1)*.
Dla dowolnych o, € R definiujemy a8 jako element spetniajgcy warunki
o(af) = o(a)o(B),  lapl=lal|5].

Zatem

app = (a(a)lal) ((8)I5])
3.9. Twierdzenie. Dla dowolnych o, 3,7 € R
af =pa,  (af)y=a(Bv),

(o(@a(®) (1ella1)-

oraz
(a+ B)y = ay+ B
Co wiecej, jesli a C B i 0 C v, to ay C (.

Dowdéd pozostawiamy Czytelnikowi jako samodzielne éwiczenie.
Z Twierdzen 3.3, 3.4 i 1.13 wynika Twierdzenie 2.1. Szukanym ciatem liniowo uporzadkowa-

nym z wlasno$cia ciaglosci jest rodzina przekrojéow Dedekinnda R z relacja inkluzji i dziataniami
okreslonymi w tym rozdziale. W ten sposéb dotarliSmy do wyznaczonego celu.
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4. UWAGI KONCOWE

Na zakonczenie kilka stow komentarza. ,Liczby rzeczywiste” skonstruowane metoda Dedekin-
da sa w istocie rzeczy pewnymi podzbiorami zbioru liczb wymiernych, co moze wyda¢ sie nieco
szokujace lub nawet ekstrawaganckie. Nawet ,liczby wymierne”, czyli elementy ciala Q, sa takiej
postaci.

Chciatbym jednak zapewni¢ Czytelnika, ze mamy tu do czynienia z dosé czesto stosowang w
matematyce procedura. Matematycy bowiem mniej zwazaja na nature definiowanych obiektéw, a
bardziej na ich abstrakcyjne wlasnosci. Chwila zastanowienia pozwala docenié¢ doniostosé i prostote
lezacej u podstaw calej konstrukeji idei. Chodzi bowiem o pytanie, skad wzia¢ ,material” do
zalatania luk w zbiorze liczb wymiernych.

Odpowiedz Dedekinda brzmi: Nie szukajmy go wcale. Dziury w serze szwajcarskim wyznacza
sam ser. Nie méwmy wiec o lukach, ale o tym, co jest. Méwmy o zbiorach, ktére nazwaliSmy
przekrojami. Przekroje wymierne pozostaja we wzajemnie jednoznacznej odpowiednioéci z liczbami
wymiernymi, a niewymierne z ,,lukami”. Mniejsza o to, ze przekroje sg skomplikowanymi obiektami.
Chodzi o ich wlasnosci. Ostatecznie wszystkie mozliwe konstrukcje i tak prowadza do obiektow
izomorficznych.

Rzeczywiscie, oprécz konstrukeji Dedekinda istnieje druga konkurencyjna konstrukcja liczb rze-
czywistych, w ktorej w miejsce przekrojéow rozwaza sie klasy abstrakcji réwnowaznych ciggow
Cauchy’ego liczb wymiernych. Samo sformulowanie wskazuje, ze nie jest to droga duzo prostsza.
Przeciwnie, sadze, ze poczatkujacy student analizy lepiej poradzi sobie z wylozona wyzej teoria.

Czytelnika, ktéremu powyzsze wywody wydaja sie nazbyt skrétowe, odsytamy do I rozdziatu
ksiazki Rudina [5], gdzie znajdzie troche inne ujecie tematu i, byé moze, niektére pominiete tu
szczeglly. Silov [6] omawia obszernie i wnikliwie podejécie aksjomatyczne w rozdziale I. Mozna
tez zajrzeé do Maurina [4], rodzial 1.6 1 zapoznaé sie ze wspomniang wyzej teoriag Cantora. Pel-
ny wykltad teorii systeméw liczbowych od liczb naturalnych, poprzez liczby catkowite, wymierne i
rzeczywiste, az do liczb zespolonych mozna znalezé w pracy Feffermana [2]. Polecam réwniez pod-
rozdzialy 1.8 1 1.9 podrecznika Kuratowskiego [3], gdzie méwi sie o aksjomatyce i teorii Dedekinda
liczb rzeczywistych. I wreszcie, kto wie? Moze ktérys z Czytelnikéw zajrzy do pracy Dedekinda [1].
Dla zachety podpowiem, ze w Internecie znalez¢é mozna angielskie ttumaczenie tego eseju, bo jest
to raczej esej niz praca matematyczna w dzisiejszym rozumieniu, czego probke daje zamieszczone
na poczatku motto.
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5. DODATEK — AKSJOMATY I ZADANIA

Ciatem liniowo uporzadkowanym nazywamy zbior €2 z dzialaniami (z,y) — z +y i (z,y) — xy
oraz z relacja porzadku <, ktére maja nastepujace wlasnosci:

D1. Dla kazdych z,y € Q jest x + y =y + x,

D2. Dla kazdych x,y,2 € Q jest (x +y) +2 =2+ (y + 2),

D3. Istnieje element yo € Q, taki ze dla kazdego = €  jest = + yo = z. (Zadanie: Istnieje
dokladnie jeden taki element.) Element ten oznaczmy przez 0.

D4. Dla kazdego = € (2 istnieje y € €, takie ze  + y = 0. (Zadanie: Dla danego z istnieje
doktadnie jeden taki y.) Element ten oznaczamy przez —ux.
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M1. Dla kazdych z,y € Q jest xy = yx,

M2. Dla kazdych z,y, z € Q jest (zy)z = z(y2),

M3. Istnieje element 0 # 2o € €, taki ze dla kazdego x € Q jest xzg = x. (Zadanie: Istnieje
dokladnie jeden taki element.) Element ten oznaczmy przez 1.

M4. Dla kazdego 0 # x € Q) istnieje y € Q, takie ze xy = 1. (Zadanie: Dla danego x # 0 istnieje

dokladnie jeden taki y.) Element ten oznaczamy przez z !,

DM. Dla kazdych x,y,z € Q jest (v +y)z = zz + yz,

P1. Dla kazdych z,y, z € Q relacje x < y i y < z pociagaja x < z,
P2. Dla kazdych z,y € Q relacja z < y wyklucza y < =z,
P3. Dla kazdych xz,y € Q jest z < y lub x =y lub y < «,

DP. Dla kazdych z,y,z € Q,jedliz <y, tox+ 2z < y+ 2.
MP. Dla kazdych z,y > 0 jest zy > 0.

. Pokaz, ze dla dowolnego = € Q jest (—1)-x = —z.

. Pokaz, ze 0 < 1.

. Pokaz, ze (—1)(—1) = 1.

. Pokaz, ze jesli obie strony nieréwnosci x < y pomnozymy przez te samag liczbe z > 0, to
nier6wnosé sie zachowa.

. Pokaz, ze dla dowolnego = € ) nieréwnos¢ x < 0 pociaga —zx > 0.

. Pokaz, ze dla dowolnego = € ) mamy 0 -z = 0.

. Niech a > 0. Pokaz, ze a—* > 0.

. Pokaz, ze jedli 0 < x < 1, to 2™ < 1 dla kazdej liczby naturalnej n.

. Pokaz, ze jesli z,y > 0, to takze xy > 0.

. Pokaz, ze dla dowolnych x,y € Q

W=

[=>{=R0 JREN I I, |

22 4 y?
5
11. Dana jest liczba 0 < a < 1. Pokaz, ze dla kazdego naturalnego n > 2 jest a” < a.

lzy| <

6. DODATEK — JESZCZE JEDNO CIALO NIEARCHIMEDESOWSKIE

Zbudujemy teraz jeszcze jeden przyklad ciala liniowo uporzadkowanego, ktére nie spelnia ak-
sjomatu Archimedesa. Niech Q2 bedzie zbiorem nieskoficzonych ciagéw liczb wymiernych {ax}rez
indeksowanych liczbami calkowitymi o skoniczonej liczbie réznych od zera wyrazéw o indeksach
ujemnych:

a="(..,0,...,0,aN, AN 41, Cly- - ).

Dzialania w Q definiujemy tak:
(a+b)k = ax + by, ke Z,

oraz
(ab)k = E ajbk_j, ke Z.
jez
Zwr6émy uwage, ze suma definiujagca mnozenie jest zawsze skonczona, wiec dziatanie jest dobrze

zdefiniowane. Sprawdzenie aksjomatéw ciata poza istnieniem elementéw odwrotnych nie sprawia
zadnych trudnosci. W szczegdlnoéci widzimy, ze element zerowy to po prostu ciag zerowy, a element
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neutralny wzgledem mnozenia to ciag

0, k#0,
€ =
1, k=0.
Jak sie za chwile okaze, waznym elementem jest tez
0, k#1,
O =
1, k=1.
Latwo zauwazy¢, ze § ma element odwrotny
-1 0, k#1,
0, = .
1, k=-1.

Niech a € Q i niech N bedzie najmniejszym indeksem, takim ze ay # 0. Méwimy wtedy, ze ay
jest wyrazem wiodacym ciagu a. Z definicji mnozenia tatwo wywnioskowaé, ze mnozac element o
wiodacym wyrazie ay, przez element o wiodacym wyrazie by, otrzymamy element o wiodacym
wyrazie ¢y, +n,- W szczegdlnosdci mnozenie przez § przesuwa wszystkie wyrazy ciagu o jedno miejsce
W prawo, tzn.

(da)y = ag—1.

Pokazemy teraz, ze kazdy niezerowy element a € {2 ma element odwrotny. Mnozac a przez
odpowiednia potege 6V, mozemy zagadnienie sprowadzi¢ do odwracania elementéw a o wyrazie
wiodacym ag. Szukamy zatem b € €, takiego ze ab = e. Widzimy, ze wiodacym wyrazem b musi
by¢ bg. Aby znalezé element odwrotny b musimy rozwiazaé¢ réwnania

Zajb_j = ].7

320

Zajbk_j = 07 k

720

oraz nieskonczenie wiele rownan

WV
—_

Mamy wiec agbg = 1 oraz
agby + a1bip_1 + -+ + arby = 0.

Widaé, ze by = agl, a jesli dane sa juz by, by, . . ., bg_1, mozna obliczy¢ by. Zatem element odwrotny
dla a # 0 zawsze istnieje i 2 jest cialem. Jako éwiczenie polecamy wzoér
(1-9)"' =b.

gdzie by =1dlak >0ib, =0dlak <O0.

W ciele Q2 wprowadzamy porzadek liniowy jako porzadek leksykograficzny. Dla a,b € Q, a # b,
znajdujemy najmniejszy index N, taki ze ay # by 1 kladziemy a < b, jesli ay < by. Sprawdzenie,
ze jest to porzadek liniowy jest nietrudnym ¢wiczeniem. Widzimy, ze a > 0, wtedy i tylko wtedy
gdy wyraz wiodacy a jest dodatni. Latwo spostrzegamy, ze suma i iloczyn wyrazéw dodatnich jest
wyrazem dodatnim, a wiec porzadek jest zgodny z dzialaniami.

Pozostaje pokazaé, ze liniowo uporzadkowane ciato € nie spelnia aksjomatu Archimedesa. W
tym celu zauwazmy, ze ! > 0 i dla kazdego n € N

ne < 61,

la] = {a, a >0,

Niech

—a, a<0.
Tak zdefiniowana wartosé¢ bezwzgledna ma znane wlasnosci:
1) |a| > 0dlaa€Q,
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2) la+b| < |a| 4 |b] dla a,b € Q,
3) |ab| = |a||b] dla a,b € Q.
Powiemy, ze ciag a,, € 2 jest zbiezny do a € Q, jesli dla kazdego przedziatu (z,y), jesli a € (x,y),
to i a, € (x,y) dla prawie wszystkich n. Méwimy, ze ciag (a,) jest sumowalny, jesli ciag

N
An: E Q.
k=1

ma granice A. Granice te nazywamy nieskoniczong sumg ciagu (a,) i oznaczamy przez

A= iak.
k=1

Zauwazmy, ze
0" —0
oraz dla kazdego a € (2 istnieje N € Z, takie ze

oo
a= E apd”.
k=N

Nietrudno tez pokazaé, ze podciato €2 generowane przez element § jest izomorficzne z cialem funkcji
wymiernych, o ktérym byla mowa w Przykladzie 1.9.
Opisane tutaj cialo nazywa si¢ cialem formalnych szeregow Laurenta nad cialem liczb wymier-

nych. (pg)



