Stabe zbieznosci w przestrzeniach Banacha

1. Twierdzenie (Schur). Jesli cigg f,, € I' jest zbiezny stabo, to jest takze zbieiny w
normie.

Dowdd. Przypusémy nie wprost, ze istnieje ciag || f.|| = 1 zbiezny stabo do 0. Wtedy dla
kazdego N istnieje M > N oraz ny takie ze

> U )] > 2/3

Przez indukcje znajdujemy podciag (f,,) 1 rosnacy ciag liczbowy Ny, takie ze

Ni41

S () > 2/3.

J=Ng+1
Jesli teraz
() =sgn fn,(j), Nk <J < Ngpa,
to ¢ € 1*° i dla kazdego k,
| <fue>1> > = > () >1/3
JE(Nk, Ng41] JE (N, Ni41]
co przeczy zalozeniu. ([l

2. Lemat. Niech X bedzie przestrzeniq metryczng. Ciag (x,) jest fundamentalny, wtedy
i tylko wtedy gdy dla kazdego ciggu liczb naturalnych (k)

lim dist (Tngtn Tn) = 0.
3. Lemat. Przestrzen I' jest ciggowo stabo zupetna.

Dowéd. Niech (f,) bedzie ciagiem elementéw I! fundamentalnym w topologii stabej. Na
mocy Lematu 2 dla kazdego ciagu k, ciag fn..ix, — f. zbiega stabo do zera. Wtasnosé
Schura pociaga, ze réwniez w normie. Stosujac jeszcze raz Lemat 2, wnosimy ze ciag (f,)
jest fundamentalny w normie, a zatem zbiezny w I! w normie i stabo. ([l

4. Wniosek (Vitali-Hahn-Saks). Niech M bedzie o-ciatem podzbiorow 2, a (v,) cig-
giem maar znakowanych, takim ze dla kazdej funkcji mierzalnej i ograniczonej istnieje
granica

v(f) =limuy,(f).

Tak zdefiniowana funkcja zbioru v jest miarg znakowang.
Dowdéd. Pokazemy, ze v jest przeliczalnie addytywna. Niech
A = U Ay,
gdzie Ay sa mierzalne i parami roztaczne. Definiujemy elementy a,, € I wzorem

an (k) = v, (Ag).
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Ciag a,, jest stabo fundamentalny w [!, co tatwo wynika z zalozenia. Na mocy Lematu 3
ma stabg granice a € [!. Zauwazmy, ze z definicji

a(k) = v(Ag).

W takim razie
v(Ag) =<a,1 >= lim <a,,1>
1 n—oo

(5) = lir{.loz vn(Ag) = lim. vn(Upe 1 Ag)

k=1

= V<U20:1Ak) = I/(A)>

co byto naszym celem. 0

6. Twierdzenie. Niech X bedzie przestrzeniq unormowang. Kula jednostkowa B* C X*
jest *-stabo metryzowalna, wtedy i tylko wtedy gdy X jest osrodkowa.

Dowad. Niech X bedzie osrodkowa. Niech x, bedzie gestym przeliczalnym podzbiorem
kuli jednostkowej w X. Wzor

p(f,9) =2 27" f(zn) —g(za)l,  fig€ X",

definiuje wtedy odleglos$é, ktéra metryzuje *-staba topologie. Rzeczywiscie, jesli dana
jest liczba a1 wektor ||z|| < 1, to dla ||z, — x| < /2

{feB :p(f0) <27 la} C{f € B :|f(z)] <a}.
Niech teraz B* bedzie *-slabo metryzowalna, a wiec — jako zwarta — osrodkowa w sta-
bej topologii. Wtedy przestrzen funkcji cigglych ze zbieznoscia jednostajng na B* jest
osrodkowa, wiec kula B C C(B*) jest tez taka. Stad X jest osrodkowa. O

7. Wniosek. Niech X bedzie przestrzenig unormowang. Kula jednostkowa B C X jest
stabo metryzowalna, wtedy 1 tylko wtedy gdy X* jest osrodkowa.

Dowdd. Kula jednostkowa w X jest *-stabo gestg podprzestrzenig topologiczng X**, a
wiec jej staba metryzowalnosé jest rownowazna *-stabej metryzowalnosci kuli jednostko-
wej w X, 0



