1 Wyklad 7

Przyklad 1.1 X7 = (5.1,5.5,4.9,5.3) jest probg prostq z rozktadu normalnego
N (11,1). Na poziomie istotnosci 0.05 testujemy hipoteze

Hy:p=5
przeciwko hipotezie
Hi:p==6
Test ilorazu wiarygodnosci ma postac:

Z > k, gdzie

X-5_52-5_,,
1/vV4 1/2 '
1-®(k) = 0.05= k=165

7 =

Nie ma wiec powodu aby odrzucié hipoteze zerowq, Ze $rednia warto$é rozktadu
wYnosi p = 5.
Gdybysmy chcieli testowac hipoteze

Hy: p=6
przeciwko hipotezie
H:p=5
Test ilorazu wiarygodnosci ma postac:

Z <k, gdzie

X—-6 52-6
1/va 12
®(k) = 0.05= —1.65

-1.6

W tym przypadku réwniez nie ma powodu aby odrzucié hipoteze zerowa, ze Sred-
nia warto$é rozktadu wynosi = 6.%

Sprzecznos$é, ktéra mozna spostrzec w tym przykladzie jest jedynie pozorna.
W obu przypadkach hipoteza zerowa jest jedynie prawdopodobna - na podstawie
zebranych obserwacji nie mozemy jej jednak odrzucié, gdyz prawdopodobienistwo
popelnienia bledu I rodzaju! przekroczyloby dozwolony poziom 0.05.

W praktyce testowania hipotez moc argumentéw, §wiadczacych przeciw hipotezie
zerowej mierzy sie przy pomocy wielkosci, zwanej poziomem krytycznym. Poziom
krytyczny okreslany jest dla testu ilorazu wiarygodnoéci.

Definicja 1.1 Poziomem krytycznym? obserwacji Xo dla uktadu hipotez (Ho, Hy)
nazywamy liczbe

p* =p* (Xo; Ho, H1) = esué) P (Lx (Ho,Hy) > Lx, (Ho, H1))
€060

Lodrzuci¢ Ho gdy jest prawdziwa
2w literaturze obcojezycznej nazywany p-value
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Test na poziomie istotno$ci a odrzuca Hy wtedy i tylko wtedy, gdy p* < a.
Ta nieréwno$¢ oznacza, ze poziom krytyczny p* obserwacji Xy jest najmniejszym
poziomem istotnosci, na ktérym odrzucilibyémy hipoteze Hy na podstawie ob-
serwacji Xo Im mniejszy poziom krytyczny tym mniej ryzykujemy odrzucajac
hipoteze zerowa. Mozna powiedzie¢, ze poziom krytyczny mierzy wielko$é tego
ryzyka.

W przykltadzie 1.1 dla uktadu hipotez (u =5, = 6)

P =P(Z>04|p=5)=1—(0.4) = 0.3446,
natomiast dla hipotez (1 =5, u = 6)
p =P(Z<—-16|u=6)=d(—1.6) = 0.0543.

Jak widaé¢, ryzyko z odrzucenia hipotezy zerowej jest znacznie mniejsze w przy-
padku hipotez (1 = 6, 4 = 5), niz dla (u = 5, p = 6) ale i tak przekracza przyjety
poziom 0.05. Informacja dostarczona przez poziom Kkrytyczny jest znacznie bo-
gatsza niz ta, ktéra wynika z wiedzy czy na danym poziomie istotnosci odrzu-
camy hipoteze zerowa.

Istnieje interesujaca dualno$¢é miedzy przedzialami ufnoéci a testowaniem
hipotez.

Definicja 1.2 Obszarem akceptacji dla uktadu hipotez (Hy, H1) nazywamy dopetnie-
nie obszaru krytycznego, czyli zbidr obserwacyi, dla ktdrego nie odrzucamy hipotezy
zeroweyj.

Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 1.1 (i) Przypusémy, ze skonstruowaliémy na poziomie istotnosci
a dla kazdego 0y test Hy : 0 = 0y o obszarze akceptacji A (6y) przeciwko
jakiejs alternatywie. Wtedy

IX)={0: X e A(0)}
jest zbiorem ufnosci dla 0 na poziomie ufnosci 1 — .

(ii) Niech I (X) bedzie zbiorem ufnosci dla 6 na poziomie 1 —a. Wtedy zbior ak-
ceptacyi testu na poziomie istotnosci a dla hipotezy Hy : 0 = 0y przeciwko
jakiejs alternatywie ma postaé

A(0o) ={X : 00 € I (X)}
Dowéd. Zauwazmy, ze

P(X € A(00)]0 =00) =P (0l (X)|0=00) (1)

W przypadku (i) lewa strona réwnosci (1) ma warto$¢ 1 — a , natomiast w
przypadku (ii) - prawa strona tej réwnosci ma warto$¢ 1 — . ®
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Rozklad y?2
Wazng role w statystyce odgrywa rozklad 2.

Definicja 1.3 Niech n bedzie liczbg naturalng, X1, Xo, ..., X, ciggiem nieza-
leznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie normalnym N (0,1) . Rozkla-
dem x? z n stopniami swobody nazywamy rozklad sumy

X2=X1+Xo4...+ X,

Rozwazajac rézne testy bedziemy od tej chwili rozwaza¢ hipotezy alternaty-
wne, niekoniecznie rozitaczne z hipoteza zerowa. Zazwyczaj hipoteza zerowa
naklada ustalona liczbe p ograniczen na k-wymiarowy parametr § € © C RF,
na przyklad:

Hy @ 0y =0a1,0i, =aa,...,0;, =, lub

Hy : Af=0b,dla macierzy A ré)zmiaru p X k,b € RP lub

Hy 9i:9i|¢1,¢2,... ,¢r—p dlaznanych 0;(-), (i=1,2,... k)
1¢1,99,...,¢;_, do estymacji

Jako hipoteza alternatywna wystepuje ©1 = ©. Wtedy ©1 ma k a Oy - k —p
swobodnych parametréw®. Zachodzi

Twierdzenie 1.2 (ogdlny, asymptotyczny test ilorazu wariancji) Niech ©g C
O i |01] — |©g| = p. Wtedy w pewnych warunkach, gdy n — oo gdy X =
(x1,xa,... ,x,) jest proba prostq

21g L, (Ho, H) ~ X,

przy zaltozZeniu, ze Hy jest prawdziwa.

Gdy Hy nie jest prawdziwa 21g L, (Ho, H1) ma wartodci duze, gdy n —
o0o. Test asymptotyczny na poziomiie a opgrty jest na zbiorze krytycznym C =
{x: L, (Ho,Hy) > ¢} gdziea =P x2>c

W praktycznym stosowaniu bedziemy korzysta¢ z ponizszego lematu:

Lemat 1.1 X7 = 81,x2, ..y @p) jest proba prostq z rozktadu N (i, o). Oznaczmy

def Qu 4 i

przez L (x, p,0) = “—b o funkcje wiarygodnosci tej proby. Wtedy:

i=1 o
L
. ¢7n X
max {l (x,u,0): p} = Yorg? T exp — (i —7)% /207
~ i=1
A !777, 2
1 X ) /
max {l (x,u,0): 0} = 27TE (x; — 1) exp (—n/2),
~ i=1
A !711 2
<
max {l (x,u,0) : p,o} = 27TE (x; — T) exp (—n/2)
i=1

3oznaczmy ten fakt jako: |©1] =K i|Go| =k —p
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Test warto$ci $redniej dla znanej wariancji
XT = (z1,72,...,2,) jest proba prosta z rozktadu N (u, o), odchylenie
standardowe o jest znane. Testujemy hipotezy:

HO LR = Mo
Hy o p# g

Zgodnie z ogdélnym testem ilorazu wariancji iloraz wariancji pozwoli skon-
struowa¢ zbiér krytyczny.

- ¢ 3 P -
1 90¥—n/2 _ o =\2 2
L, (Ho,Hy) = sup{l(z,p,0) : p} 2mo s im (@ —T) /207,
7 ,l,(xv 119,9) (2702) " exp — H?:l (i — p1g)* /207
A ) L
n\r; —
o 2l

Hipoteze Hp winnidémy odrzucaé, gdy |z; — gl jest duze, czyli zbiér krytyczny
ma posta¢ C' = {z : |x; — po| > o} gdzie ¢, mozna wyliczy¢ z relacji:
8} a1 3 3 -
a=P(|lz;—py| >ca) =P M>C—DY =2 1-® = |
o o o

czyli parametr ¢, winien spetlnia¢ réwnanie
s -

Zauwazmy, ze

2
21g Ly (Ho, Hy) = ”(”30—2"0) =nZ?

i Z2 ma rozktad x? gdyz hipoteza Hy daje jednen warunek na nieznany parametr
1, czyli twierdzenie jest doktadne.
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