Lista 7: Funkcje ciggle i homeomorfizmy
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

. Wykazaé, ze zachodza nastepujace wlasnosci przeciwobrazu: dla A, BC X, f: X =Y,
(2) fAuB] =AU (B, (b) fHANB]= AN 7B

. Ktore z ponizszych funkcji sg ciggle? czy sa homeomorfizmami?

(a) f:(R%dg) > (z1,79) — 22 € (R, dE),

(b) f:(R%dg) > (x1,79) = x5 € (R,dp),

(c) f: (szdT) > (21, 29) = (In(af + 23 + 1), 21 — 72) € (R?,dp),

(d) f:(R2%,dg) 3 (x1,22) = (z2,71) € (R? d¢),

(e) f:(R,dg) >z 23 € (R,d,), gdzie metryka d., jest opisana w zadaniu 6 z listy 2.

. Podaj przyktad funkcji ciaglej f: X — Y (lub uzasadnij, ze nie istnieje), dla ktorej
(a
(b

) przeciwobraz kuli domknietej jest zbiorem otwartym;

)
(c) obraz zbioru otwartego jest otwarty;
(d)

)

przeciwobraz zbioru brzegowego nie jest brzegowy;

d
(e

. Czy w ponizszych przypadkach istnieje ciaglta surjekcja z przestrzeni X na przestrzen Y7

obraz zbioru zwartego jest nie jest domkniety;

obraz zbioru niespdjnego jest spojny.

(a) X =([0,1),dg), Y = ({(z,22 — 1): x € R}, dg);

(b) X =([0,4],dp), Y = ([-3,1] U [2,3]. dp);

(c) X =([0,1],dp), Y = ([0, 1} T);

(d) X =((0,1],dg), Y = ({(x1,22) € R?: 2% + 23 = 3},dp);
(e) X =([0,1],dp), Y = ([0,1] x {7}, dR);

. Wykazad, ze relacja homeomorficznosci przestrzeni metrycznych jest relacja rownowaznosci (jest
zwrotna, symetryczna i przechodnia). Ponizsze litry podzieli¢ na klasy abstrakcji wzgledem tej
relacji:

ALC,D,EF JLOST UWY,Z

. Niech f: X — Y jest ciggla bijekcja. Wykazac, ze f~! jest ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy
obrazem dowolnego zbioru otwartego w X jest zbior otwarty w Y.

. Podaé przyktad pary metryk, dla ktorych funkcja id : (R, d;) 3 z — = € (R, ds) jest ciagta, ale
nie jest homeomorfizmem.

. Wykazac, ze jesli metryki dy i dy na X sa rownowazne, to (X, d;) i (X, ds) sa homeomorficzne.



10.

Sposrod podanych zbiorow wybraé przestrzenie homeomorficzne z R:

(a,b), [a,b], (—o0,a), (a,b)U(c,+00), (a,b)x{c}, (a,b)x[c,d].

Wrykazaé, ze pierscien A = {(z,y) € R? : 1 < 2% + y? < 4} i cylinder B = {(z,y,2) € R :
22+ y*=1,0 < 2z < 1} (z metryka euklidesowa) sa homeomorficzne.

Wskazowka: Zbadaé¢ wtasnosci funkcji




