
Lista 6: Zupeªno±¢
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

1. Czy przestrze« X z metryk¡ dyskretn¡ jest zupeªna? Opisa¢ wszystkie zbiory zupeªne w tej
przestrzeni.

2. Sprawdzi¢, korzystaj¡c z odpowiedniego twierdzenia (a nie z de�nicji), zupeªno±¢ zbiorów w
(R, dE):
(a) A = {1− 1/n : n ∈ N1} ∪ {1} (b) B = {(x, 1

x2+1
) : x ∈ R} (c) C = KE((0, 3), 1) .

3. Czy przestrze« metryczna (R, ρ), gdzie

ρ(x, y) =

{
|x− y|, x, y ∈ Q lub x, y 6∈ Q,
|x|+ |y|, w przeciwnym przypadku

jest zupeªna?

4. Udowodni¢, »e je±li (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡, to (X, d∗), gdzie

d∗(x, y) = min{1, d(x, y)}

te» jest przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡.

5. Wykaza¢, »e je±li (X, d) jest przestrzeni¡ zupeªn¡, a A ⊂ X jest jej niepustym, domkni¦tym
podzbiorem, to (A, d) te» jest zupeªna.

6. Wykaza¢, »e je±li ci¡g w przestrzeni metrycznej (X, d) speªnia warunek d(xn, xn+1) <
1
2n
, to

speªnia warunek Cauchy'ego. Czy ka»dy ci¡g speªniaj¡cy warunek d(xn, xn+1) < ε musi by¢
Cauchy'ego?

Wskazówka: Czy istnieje ci¡g w R taki, »e |xn−xn+1| → 0, ale nie jest zbie»ny (a tym bardziej
nie jest Cauchy'ego)?

7. Poda¢ przykªad (o ile istnieje) przestrzeni metrycznej, które jest

(a) zupeªna, ale nie o±rodkowa;

(b) o±rodkowa, ale nie zupeªna;

(c) zupeªna i o±rodkowa, ale nie jest zwarta;

(d) zupeªna i zwarta, ale nie jest o±rodkowa.


