Lista 5: Zbiory zwarte, spdjne, oSrodkowe
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

Metryke euklidesowa oznaczamy dg, metryke taksowkowsa dr, metryke maximum dj,;, metryke
rzeka dg, metryke centrum d¢, metryke dyskretng dp.

1.

Sprawdzi¢ zwarto$¢ i spojnosé zbiorow:

(a) A :{_1 —1/n:neNpU{1} w (R, dg); (b) B={(z,=7): v € R} w (R? dp);

(C) C= KE((()? 3)7 1) w (R2a dR), (d) D = KD((27 O>7 1) w (R27 dD)

Opisa¢ wszystkie zbiory spojne na R z metryka dyskretng. Opisaé¢ wszystkie zbiory zwarte na

R z metryka dyskretna. Czy dowolna kula domknieta w (R, dp) bedzie zbiorem zwartym? Czy
istnieje w (R, dp) zbior domkniety i ograniczony, ktory nie jest zwarty?

(Tq przestrzeri metryczng poznalismy w zadaniu 6 z listy 2. Teraz zbadamy niektore z jej
wtasnosdci.) Crzy przestrzen metryczna (R, d,), gdzie

0 rT=1y
d. z, = ’ )
w0 = Bl o7y
jest zwarta? Czy jest spojna? Czy jest oSrodkowa?

Niech (X,d;), (X,ds) beda przestrzeniami metrycznymi takimi, ze da(z,y) < di(z,y) dla
wszystkich x,y € X.

(a) Udowodni¢, ze jesli zbior A jest zwarty w (X, dy), jest zwarty takze w (X, dy).

(b) Udowodni¢, ze jesli (X, d;) jest osrodkowa, to (X, dy) takze.

Wskazowka: pokazac, ze jesli A jest osrodkiem w (X, dy), to jest osrodkiem takze w (X, ds).

Czy w dowolnej przestrzeni metrycznej zachodza wlasnosci:
wnetrze zbioru sp6jnego jest zbiorem spdjnym?

przekroj zstepujacego ciggu zbioréw spojnych jest spojny?

)
)
¢) domkniecie zbioru zwartego jest zbiorem zwartym?
)
)
)

d) suma dwdch zbioréw brzegowych jest zbiorem brzegowym?
(e) zbior nigdziegesty jest brzegowy i nie jest gesty?
(f) nadzbior zbioru gestego jest gesty?
6. Czy (w wybranej przestrzeni metrycznej X) istnieje zbior A nietrywialny (A # (), A # X) i
(a) spojny i niezwarty? (e) niespoOjny i nieograniczony?
(b) zwarty i niesp6jny? (f) gesty, ktorego dopetnienie jest brzegowe?
() otwarty i brzegowy” (g) brzegowy, ktory nie jest brzegiem zadnego
(d) domkniety i brzegowy? zbioru?

7. Poda¢ przykltady lub uzasadnié¢, ze nie istnieje:

(a) przestrzen osrodkowa, ktora nie jest zwarta;
(b) przestrzeni nieosrodkowa i niespéjna;

(c) trojka zbioréw roztacznych i gestych w R.



