
Lista 5: Zbiory zwarte, spójne, o±rodkowe
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

Metryk¦ euklidesow¡ oznaczamy dE, metryk¦ taksówkow¡ dT , metryk¦ maximum dM , metryk¦
rzeka dR, metryk¦ centrum dC , metryk¦ dyskretn¡ dD.

1. Sprawdzi¢ zwarto±¢ i spójno±¢ zbiorów:

(a) A = {1− 1/n : n ∈ N1} ∪ {1} w (R, dE); (b) B = {(x, 1
x2+1

) : x ∈ R} w (R2, dE);

(c) C = KE((0, 3), 1) w (R2, dR); (d) D = KD((2, 0), 1) w (R2, dD).

2. Opisa¢ wszystkie zbiory spójne na R z metryk¡ dyskretn¡. Opisa¢ wszystkie zbiory zwarte na
R z metryk¡ dyskretn¡. Czy dowolna kula domkni¦ta w (R, dD) b¦dzie zbiorem zwartym? Czy
istnieje w (R, dD) zbiór domkni¦ty i ograniczony, który nie jest zwarty?

3. (T¡ przestrze« metryczn¡ poznali±my w zadaniu 6 z listy 2. Teraz zbadamy niektóre z jej

wªasno±ci.) Czy przestrze« metryczna (R, d∗), gdzie

d∗(x, y) =

{
0, x = y
|x|+ |y|, x 6= y

,

jest zwarta? Czy jest spójna? Czy jest o±rodkowa?

4. Niech (X, d1), (X, d2) b¦d¡ przestrzeniami metrycznymi takimi, »e d2(x, y) ≤ d1(x, y) dla
wszystkich x, y ∈ X.

(a) Udowodni¢, »e je±li zbiór A jest zwarty w (X, d1), jest zwarty tak»e w (X, d2).

(b) Udowodni¢, »e je±li (X, d1) jest o±rodkowa, to (X, d2) tak»e.

Wskazówka: pokaza¢, »e je±li A jest o±rodkiem w (X, d1), to jest o±rodkiem tak»e w (X, d2).

5. Czy w dowolnej przestrzeni metrycznej zachodz¡ wªasno±ci:

(a) wn¦trze zbioru spójnego jest zbiorem spójnym?

(b) przekrój zst¦puj¡cego ci¡gu zbiorów spójnych jest spójny?

(c) domkni¦cie zbioru zwartego jest zbiorem zwartym?

(d) suma dwóch zbiorów brzegowych jest zbiorem brzegowym?

(e) zbiór nigdzieg¦sty jest brzegowy i nie jest g¦sty?

(f) nadzbiór zbioru g¦stego jest g¦sty?

6. Czy (w wybranej przestrzeni metrycznej X) istnieje zbiór A nietrywialny (A 6= ∅, A 6= X) i:

(a) spójny i niezwarty?

(b) zwarty i niespójny?

(c) otwarty i brzegowy?

(d) domkni¦ty i brzegowy?

(e) niespójny i nieograniczony?

(f) g¦sty, którego dopeªnienie jest brzegowe?

(g) brzegowy, który nie jest brzegiem »adnego
zbioru?

7. Poda¢ przykªady lub uzasadni¢, »e nie istnieje:

(a) przestrze« o±rodkowa, która nie jest zwarta;

(b) przestrze« nieo±rodkowa i niespójna;

(c) trójka zbiorów rozª¡cznych i g¦stych w R.


