Lista 2: zbiory otwarte i domkniete, zbieznosé
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

. Poda¢ kilka przykladow zbioréow otwartych w metryce rzeka dg. Czy istnieje zbior A C R2,
ktory jest otwarty w metryce euklidesowej, ale nie jest otwarty w dg? A odwrotnie: otwarty w
dp, ale nie otwarty w dg? Czy zatem metryki dg i dg sa rownowazne?

. Poda¢ przyktad na to, ze suma nieskoniczonej rodziny zbiorow domknietych nie musi by¢ zbio-
rem domknietym (a) w R, (b) w R? (z wybrana metryka). Czy istnieje taki przyklad w R z
metryka dyskretng?

. Zalozmy, ze metryki dy i dy na przestrzeni X sa rownowazne. Pokazaé, ze ciag (z,), C X jest
zbiezny w d; wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny w ds.

. Zbada¢ zbiezno$¢ ponizszych ciagow w podanych przestrzeniach metrycznych:

(a) =, = (=2, ”2;1,71 —v/n? —n), (R3 dg);
(b) T = ((1 - %)471’ ein)’ (R27dT);
(C) Tn = (1 - %’ %)7 (R27d0);

)

. Na czym polega blad w ponizszym rozumowaniu: "w przestrzeni (R, |.|) zbiér B = [—1, 1] nie
jest domkniety, bo ciag =, = (—1)" jest zawarty w B, ale nie ma granicy w B”?

. (W tym zadaniu chcemy ’poznaé’ nowq metryke, czyli zrozumieé, co w tej metryce oznacza
"blisko”, jakie sq zbiory otwarte, domkniete, etc.) Rozwazamy przestrzeri metryczna

_ _J 0, gdy = =y,
X =R, d*(x’y)_{ lz| + |y|, gdy  #y.

(a) Czy d. na pewno jest metryka? :)

(b) Jak wygladaja kule w (X, d,)? Od czego zalezy ich ksztalt?

(c) Kiedy ciag (z,,), € R jest zbiezny w (X, d,)?

(d)
)
)

d) Czy singleton {2018} jest otwarty? Czy jest domkniety?

(e) Czy odcinek (—1,1) jest otwarty? Czy jest domkniety?

(f) Czy istnieje w (X, d,) zbior, ktory nie jest ani otwarty, ani domkniety?

. Sprawdzi¢, ktore z ponizszych zbioréw sg otwarte, a ktore domkniete w R z metryka euklide-
sowa: (a) {n €Ny :n <2}, (b)R\{2}, (c)R\Q, (d){2;neN}, (e)][3,+0c0).

n’

. Zbadaé, czy ponizsze zbiory sa otwarte lub domkniete w metrykach: maksimum, rzeka i centrum
na R%:

(a) L1 x (1,2 () Qx R\Q); (0) {(~z.a)ize (~2,-1)}; (d) {(2,0):0 < <2},



