Lista 1: Przestrzenie metryczne i kule
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

1. Sprawdzié¢, czy ponizsze funkcje sa metrykami na zbiorze X:

(a) dz,y) =7 =7, X =R; (b) d(z,y) = [3vr —4y/yl, X = [0, +00);

(©) dinm) = |~ |, X =Ny (@) d((@, 1), (@,9) = |ra| + |oa], X = B2

n

2. Niech X =R?, z = (21, 22),y = (y1,y2) € X. Przyjmujemy oznaczenia

dr(x,y) = |r1 — y1| + |2 — y2| (metryka taksowkowa),

(z,y
de(z,y) = V/|x1 — 1|2 + |22 — 122 (metryka euklidesowa),

dy(x,y) = max{|ry — 1|, |2 — y2|} (metryka maksimum).
(a) Wykaza¢, ze dr jest metryka na R2

(b) Wykazac, ze dla dowolnych punktow x,y € R? zachodza nieréwnosci
du(z,y) < dp(z,y) < dr(z,y) < 2dy(z,y).
(c) Wywnioskowa¢ stad, ze dr,dg, dy sa parami rownowazne.
. Zapisa¢ wzor na liczenie odlegtosci w metryce rzeka dy i sprawdzi¢, ze faktycznie jest to metryka.

. (Ponizsze zadanie pokazuge, jak mozna przenie$é metryke z jednego zbioru na inny, jest to
tzw. transport metryki) Niech X bedzie niepustym zbiorem, (Y, d) — przestrzenia metryczna, a
f: X — Y —injekcja (funkcja roznowartosciowa). Sprawdzi¢, ze ds(z,y) := d(f(x), f(y)) jest
metryka na X.
. Wyznaczy¢ kule K (2, %), K(1,4), K(0,1), K(0,1), K(1,1), K(2,4), w przestrzeni (X, d), gdzie
X =10,3), d(z,y) = |xr — y|. Na podstawie nabytego doswiadczenia odpowiedzie¢ na pytania:
(a) Czy dwie kule (otwarte) o roznych srodkach moga by¢ sobie rowne?
(b) Czy kula otwarta moze by¢ rowna kuli domknietej o tym samym $rodku i tym samym
promieniu?
(c) Czy kula otwarta moze by¢ réwna kuli domknietej o nie tym samym Srodku i nie tym
samym promieniu?
. Narysowa¢ K((0,0),1) i K((—1,2),5) na plaszczyznie z metryka euklidesows, takséwkowa,
maksimum, dyskretna, rzeka i centrum.

. (To zadanie jest bardzo wazne. PowinniScie z niego zapamietaé, jak wygladajg bardzo mate kule
w metryce rzeka i centrum.) Jakie ksztaly mogg mie¢ kule w metrykach rzeka i centrum? Od
czego one zaleza? Jak wygladaja te kule, jesli zalozymy, ze promien jest bardzo maly?

1 1 —
. Dla metryki d(n,m) = |— — =| na X = N; wyznaczy¢ kule K(10,3), K(2,%), K(m, L) (m
m n

ustalone, naturalne).



