Lista 14: Przestrzenie unormowane i unitarne
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

1. Sprawdzi¢, czy ponizsze pary (X, p) sa przestrzeniami unormowanymi, a jesli tak, znalez¢
taka metryke d na X, aby d(z,y) = p(x —y). :

() X =1[0,1] x [-5,10], pr ((z,)) = /|22 + [/
(b) X =R? pg(( )):4xy;
(c) X =R? ps((z,y) = || + [yl;

(d) (X, |I.|l) — ustalona przestrzen unormowana, p,(z)
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(e) X =C[0,1], p /|f )|dz.

2. Sprawdzi¢, czy ponizsze pary (X, s) sa przestrzeniami 7 iloczynem skalarnym, a jesli tak,
to poda¢ norme p taka, ze p(x) = \/s(x, x):

)
b) X =R3, s((@1, 22, x3), (y1,Y2,Y3)) = T1y1 + 422ys + TT3Ys3;
(¢) X =C? s((x1,22), (Y1, y2)) = 3T1y1 + ToYs;
(d) X =C? s((w1,22), (Y1, y2)) = 2151 + iTal;

3. Wykazac, ze zadna norma nie pochodzi od metryki rzeka.
4. Niech C'[0,1] = {f : [0,1] — R, f ma ciagla pochodna}. Zbada¢, czy:

(a) odwzorowanie p : C'[0,1] > f — |£(0)| + Jy |f'(z)|dx jest norma na C[0, 1];
(b) odwzorowanie (.,.) : C1[0,1]2 > (f,g) — £(0)g(0) + fy f'(x)g'(x)dx definiuje iloczyn
skalarny na przestrzeni C*[0, 1].

5. Poda¢ (o ile istnieja) po 3 przyklady funkcji rownych prawie wszedzie f(r) = = w prze-
strzeniach (a) (R, B(R),\), (b) (R, P(R),d), (c) (N,P(N),v) (v — miara liczaca).

6. Wykaza¢, ze jesli ciag (fn)n C C]0,1] jest zbiezny w normie supremum |||, to jest
takze zbiezny w normie catkowej ||.||;. Podaé¢ przyklad na to, ze nie zachodzi implikacja
odwrotna.

7. Poda¢ przyktad funkcji ciagtej f nalezacej do L?[1, +o0] i nienalezacej do L[1, +oc]. Czy
da sie znalez¢ taki przyktad na [0, 1]?

8. Czy standardowe normy supremowa i jedynkowa w przestrzeni C([0,1]) pochodza od
iloczynow skalarnych? Czy przestrzen (L]0, 1], ]].||1) jest przestrzenia Hilberta?

9. Sprawdzi¢, ze w przestrzeni Lo[0, 1] funkcje f,(t) = sin(2wnt) i g,(t) = cos(2wnt), n > 1,
sa parami ortogonalne, tzn. (f,, gm) =0, (fu, fm) =0, (gn, gm) = 0 dla n # m.



