Lista 13: Twierdzenia catkowe
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

. Obliczy¢ ponizsze granice, powotujac sie na odpowiednie twierdzenia graniczne dla catki
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gdzie 1,4 oznacza funkcje charakterystyczna zbioru A. Wyjasni¢, dlaczego fakt ten nie stoi
w sprzeczno$ci ani z twierdzeniem Lebesgue’a o zbiezno$ci monotonicznej ani z twierdzeniem
Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowane;j.

. Rozwazajac przestrzen X = N, A = P(N), v = miara liczaca na N i funkcje f,(k) =
%1{172’,,,,n}(k), sprawdzié, ze zalozenie o ograniczonosci w twierdzeniu Lebesgue’a o zbiezno-
$ci ograniczonej jest istotne.

. Wykazaé¢ “lemat Fatou dla funkeji dowolnego znaku*: Niech (X, .A, ) bedzie przestrzenia f, :
X — R, n € N, beda funkcjami A-mierzalnymi. Jedli istnieje g > 0 A-mierzalna, u-catkowalna
i taka, ze |f,(x)| < g(z) dla kazdego x € X, to

/ liminf f,dy < liminf/ fndp.
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Wskazowka: Patrz dowod twierdzenia Labesgue’a z wyktadu.
. Zauwazy¢, ze lemat Fatou nie jest w ogdlnosci prawdziwy bez zalozenia nieujemnosci funkcji.

. (Twierdzenie Lebesgue’a w wersji dla szeregow) Niech (f,), bedzie takim ciagiem funkcji cal-
kowalnych, ze >°°° | [ |fu|du < oo. Udowodnié, ze szereg Y f, jest zbiezny prawie wszedzie

| /X i fudp = fj /X fudp

. Obliczy¢ catke /fd)\, jesli f = Z(_?’)nlAn’ A, = (n,n+ g0).
R
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. Uzasadni¢, ze P(N) ® P(N) = P(N x N) oraz wykaza¢, ze miara produktowa dwoch miar
liczacych na N jest miarg liczaca na N2,

. Rozpatrujemy przestrzen R x N z g-cialem B(R) ® P(N); X oznacza l-wymiarowa miare Le-
besgue’a na R, v — miare liczaca na N, 0, - miare Diraca w a (na R lub N). Sprawdzi¢,
CZy:

(a) 00 @ 0 = (5((171,),



(b) 0o @ V(A) = |A,|, gdzie |A,| oznacza licznosé z-przekroju zbioru A w punkcie a.
(© @ A{(z,y) eR? 12 -2y € Q}) =1,
(d) A@v({(z,m) e RxN:z <m})=oc.

10. Niech X =Y = [0,1], A oznacza miare Lebesgue’a na X, v oznacza miare liczaca na Y.
Definiujemy funkcje
L z=y
-
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Sprawdzi¢, ze f jest funkcja mierzalng oraz ze calki iterowane //f(x,y)dl/(y)d,u(x) i
xJy

/ / f(z,y)du(z)dv(y) nie sa sobie rowne. Dlaczego?
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11. Korzystajac z twierdzenia Tonellego, obliczy¢ catke
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gdy A={(z,y) :2 >0,y >0,z +y <1}




