
Lista 13: Twierdzenia caªkowe

Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

1. Obliczy¢ poni»sze granice, powoªuj¡c si¦ na odpowiednie twierdzenia graniczne dla caªki
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2. Wykaza¢, »e ∫
R
lim
n→∞

1[n,n+1]dλ < lim
n→∞

∫
R
1[n,n+1]dλ,

gdzie 1A oznacza funkcj¦ charakterystyczn¡ zbioru A. Wyja±ni¢, dlaczego fakt ten nie stoi
w sprzeczno±ci ani z twierdzeniem Lebesgue'a o zbie»no±ci monotonicznej ani z twierdzeniem
Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej.

3. Rozwa»aj¡c przestrze« X = N, A = P(N), ν = miara licz¡ca na N i funkcje fn(k) =
1
n
1{1,2,...,n}(k), sprawdzi¢, »e zaªo»enie o ograniczono±ci w twierdzeniu Lebesgue'a o zbie»no-

±ci ograniczonej jest istotne.

4. Wykaza¢ �lemat Fatou dla funkcji dowolnego znaku�: Niech (X,A, µ) b¦dzie przestrzenia fn :
X → R, n ∈ N, b¦d¡ funkcjami A-mierzalnymi. Je±li istnieje g ≥ 0 A-mierzalna, µ-caªkowalna
i taka, »e |fn(x)| ≤ g(x) dla ka»dego x ∈ X, to∫

X

lim inf fndµ ≤ lim inf

∫
X

fndµ.

Wskazówka: Patrz dowód twierdzenia Labesgue'a z wykªadu.

5. Zauwa»y¢, »e lemat Fatou nie jest w ogólno±ci prawdziwy bez zaªo»enia nieujemno±ci funkcji.

6. (Twierdzenie Lebesgue'a w wersji dla szeregów) Niech (fn)n b¦dzie takim ci¡giem funkcji caª-
kowalnych, »e

∑∞
n=1

∫
|fn|dµ < ∞. Udowodni¢, »e szereg

∑
n fn jest zbie»ny prawie wsz¦dzie

i ∫
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∞∑
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fndµ.

7. Obliczy¢ caªk¦

∫
R
fdλ, je±li f =

∞∑
n=1

(−3)n1An , An = (n, n+ 1
9n
).

8. Uzasadni¢, »e P(N) ⊗ P(N) = P(N × N) oraz wykaza¢, »e miara produktowa dwóch miar
licz¡cych na N jest miar¡ licz¡c¡ na N2.

9. Rozpatrujemy przestrze« R × N z σ-ciaªem B(R) ⊗ P(N); λ oznacza 1-wymiarowa miar¦ Le-
besgue'a na R, ν � miar¦ licz¡c¡ na N, δa - miar¦ Diraca w a (na R lub N). Sprawdzi¢,
czy:

(a) δa ⊗ δb = δ(a,b),



(b) δa ⊗ ν(A) = |Aa|, gdzie |Aa| oznacza liczno±¢ x-przekroju zbioru A w punkcie a.

(c) λ⊗ λ({(x, y) ∈ R2 : x− 2y ∈ Q}) = 1,

(d) λ⊗ ν({(x,m) ∈ R× N : x ≤ m}) =∞.

10. Niech X = Y = [0, 1], λ oznacza miar¦ Lebesgue'a na X, ν oznacza miar¦ licz¡c¡ na Y .
De�niujemy funkcj¦

f(x) =

{
1, x = y

0, x 6= y
.

Sprawdzi¢, »e f jest funkcj¡ mierzaln¡ oraz »e caªki iterowane

∫
X

∫
Y

f(x, y)dν(y)dµ(x) i∫
Y

∫
X

f(x, y)dµ(x)dν(y) nie s¡ sobie równe. Dlaczego?

11. Korzystaj¡c z twierdzenia Tonellego, obliczy¢ caªk¦∫
A

1

(2− x)(y + 1)
dλ2(x, y),

gdy A = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1}.


