Lista 12: Calka Lebesgue’a
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

W ponizszych zadaniach zaktadamy, ze (X, A, 1) jest przestrzenia z miara, czyli X # (), A jest
o-ciatem, a p dowolna ustalona miara na (X,.A). A oznacza miare Lebesgue’a, 0, oznacza miare
Diraca (skupiona w punkcie x).

1. Wykaza¢, ze dla dowolnej funkcji p-catkowalnej f i dla dowolnych zbiorow A, B € A roztacznych

(AN B = 0) zachodzi
Jp = / F+ / fdp.
AUB A B

2. Wykazac, ze jesli dla funkcji nieujemnej mierzalnej f caltka fX fdu jest rowna zero, to f = 0
p-prawie wszedzie. Wskazowka: Zauwazyé, ze dla kazdego n € N, f > f, = %13,1, gdzie

B,={zeX: f(z)>1}.

3. Obliczy¢ catke z funkcji prostej nieujemnej na zbiorze A wzgledem miary Lebesgue’a, gdy:

L, jeslize[0,3]\Q, (¢
(a) A=10,1], f(z) =42, jeslize (3,1\Q,

A=10,00), fz) =Y Hean@ e N
3, jesliz € Q. (d) A=[0,n], f(z) =[z], n €N
A
A

k=0

= [0,€"], f(z) = [Ina];

(b) A=[-10,10), f(z) = > & 1[kk+ )( ); (f) A=1[0,1], f(z) =[na], n e N;

keN;

4. Niech A, = (3",3" +2n) N (R\ Q) oraz t > 0. Definiujemy A = J 7, A, oraz funkcje

o

flx) = (=04, (2).
n=1
(a) Uzasadni¢, ze funkcja f jest mierzalna i wyznaczy¢ f* i f~ dla funkcji f.

(b) Dla jakich ¢ € R funkcja f jest catkowalna? Obliczy¢ [, fd.
Wskazowka: ciag funkeji aproksymujacych mozna wyznaczy¢ biorac skonczong liczbe wy-
razow szeregu definiujgcego funkcje.

5. Oblicz catke f[o 1 fdA, jesli f: [0,1] — R przyjmuje wartos¢ n na przedzialach dlugosci 57 wy-

rzucanych przy konstrukeji zbioru Cantora, zas w punktach zbioru Cantora przyjmuje Wartosc
13
e,

6. Obliczy¢ calki Lebesgue’a [, fd\ (bez przyblizania funkcjami prostymi), jesli:
(a) A={neN:n?+2n <50}, (¢) A=10,1], C jest zbiorem Cantora,

f(x) = ze” 1 sin(rz) jesli z € (0,3)\C,

In(|z| +1), jesliz € Q, f(@) = qcos(mz) jesliz € (3,1)\C,
(b) A=R, f(z) = {(1+x) 20 jesliz e R\ Q; e jesliz € C.



7. Obliczy¢ catke [, [z]du oraz f[—s 3 In(z + 3)p, gdzie pn = $61 + 30_o.

dy |A] =
8. Rozwazamy przestrzen (N, P(N),v) z miara liczaca, tzn. v(A) = n, o edy lAl=n :
0o, gdy |[A] =0

Obliczy¢ catke fN(x+x2)du. Wskazowka: Oszacowaé funkcje podcatkowa od dotu przez funkcje
prosta, ktorej catke tatwo policzy¢.



