
Lista 12: Caªka Lebesgue'a
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

W poni»szych zadaniach zakªadamy, »e (X,A, µ) jest przestrzeni¡ z miar¡, czyli X 6= ∅, A jest
σ-ciaªem, a µ dowoln¡ ustalon¡ miar¡ na (X,A). λ oznacza miar¦ Lebesgue'a, δx oznacza miar¦
Diraca (skupion¡ w punkcie x).

1. Wykaza¢, »e dla dowolnej funkcji µ-caªkowalnej f i dla dowolnych zbiorów A,B ∈ A rozª¡cznych
(A ∩B = ∅) zachodzi ∫

A∪B
fdµ =

∫
A

fdµ+

∫
B

fdµ.

2. Wykaza¢, »e je±li dla funkcji nieujemnej mierzalnej f caªka
∫
X
fdµ jest równa zero, to f = 0

µ-prawie wsz¦dzie. Wskazówka: Zauwa»y¢, »e dla ka»dego n ∈ N, f ≥ fn = 1
n
1Bn , gdzie

Bn = {x ∈ X : f(x) > 1
n
}.

3. Obliczy¢ caªk¦ z funkcji prostej nieujemnej na zbiorze A wzgl¦dem miary Lebesgue'a, gdy:

(a) A = [0, 1], f(x) =


1, je±li x ∈ [0, 1

2
] \Q,

2, je±li x ∈ (1
2
, 1] \Q,

3, je±li x ∈ Q.

(b) A = [−10, 10), f(x) =
∑
k∈N1

k21[k,k+ 1
2
)(x);

(c) A = [0,∞), f(x) =
n∑

k=0

1[k,k+1)(x)

3k
, n ∈ N;

(d) A = [0, n], f(x) = [x], n ∈ N;
(e) A = [0, e10], f(x) = [lnx];

(f) A = [0, 1], f(x) = [nx], n ∈ N;

4. Niech An = (3n, 3n + 2n) ∩ (R \Q) oraz t > 0. De�niujemy A =
⋃∞

n=1An oraz funkcj¦

f(x) =
∞∑
n=1

(−t)n1An(x).

(a) Uzasadni¢, »e funkcja f jest mierzalna i wyznaczy¢ f+ i f− dla funkcji f .

(b) Dla jakich t ∈ R funkcja f jest caªkowalna? Obliczy¢
∫
A
fdλ.

Wskazówka: ci¡g funkcji aproksymuj¡cych mo»na wyznaczy¢ bior¡c sko«czon¡ liczb¦ wy-
razów szeregu de�niuj¡cego funkcj¦.

5. Oblicz caªk¦
∫
[0,1]

fdλ, je±li f : [0, 1]→ R przyjmuje warto±¢ n na przedziaªach dªugo±ci 1
3n

wy-
rzucanych przy konstrukcji zbioru Cantora, za± w punktach zbioru Cantora przyjmuje warto±¢
e13.

6. Obliczy¢ caªki Lebesgue'a
∫
A
fdλ (bez przybli»ania funkcjami prostymi), je±li:

(a) A = {n ∈ N : n3 + 2n ≤ 50},
f(x) = xex

2−1;

(b) A = R, f(x) =

{
ln(|x|+ 1), je±li x ∈ Q,
(1 + x2)−2, je±li x ∈ R \Q;

(c) A = [0, 1], C jest zbiorem Cantora,

f(x) =


sin(πx) je±li x ∈ (0, 1

2
) \ C,

cos(πx) je±li x ∈ (1
2
, 1) \ C,

e
1
x je±li x ∈ C.



7. Obliczy¢ caªk¦
∫
R[x]dµ oraz

∫
[−3,3] ln(x+ 3)µ, gdzie µ = 1

3
δ1 +

1
2
δ−2.

8. Rozwa»amy przestrze« (N,P(N), ν) z miar¡ liczac¡, tzn. ν(A) =

{
n, gdy |A| = n

∞, gdy |A| =∞
.

Obliczy¢ caªk¦
∫
N(x+x

2)dν. Wskazówka: Oszacowa¢ funkcj¦ podcaªkow¡ od doªu przez funkcj¦
prost¡, której caªk¦ ªatwo policzy¢.


