Lista 11: Funkcje mierzalne i miara Lebsgue’a
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

W zadaniach zakladamy, ze X jest niepustym zbiorem, A C P(X) o-cialem, A, oznacza n-
wymiarowa miare Lebesgue’a, a C — zbiér Cantora.

1. Wykaza¢, ze jedli f,g : (X, A) — R sa A-mierzalne, to zbiory A = {z € X: f(z) > g(z)},
B={ze X: f(z) <g(x)}oraz C ={x € X: f(x) #3}N{zx € X: g(x) < oo} naleza do A.

2. Pokaza¢, 7e jesli f: X — R jest A-mierzalna i A € A, to funkcja

| flx), €A,
h(“””)_{o, x & A,

jest takze A-mierzalna.

3. Pokaza¢, ze ponizsze funkcje sa borelowskie. Ktore z nich sa funkcjami prostymi?

2+, r<l1
In(z) —z, z>1

file) =sen(w),  fole) = [2], fs(w):{

er,  xeQ\{0} z?, sinz > 0
fa(z) =< 1, & Q . fs(r) =42, sinz =0
+oo, =0 cosz, sinz <0

4. Niech f, : X — R bedzie ciggiem funkcji A-mierzalnych. Sprawdzi¢, ze nastepujace zbiory
naleza do A :

(a
(b
(

) zbior x € X takich, ze f,(z) < 0 dla wszystich n;
)

(c) zbior x € X takich, ze f,(z) < 0 dla nieskoriczenie wielu n;
)
)

zbior x € X takich, ze f,(x) < 0 dla prawie wszystich n;

d
(e

5. Uzasadni¢ mierzalnos¢ ponizszych zbioréw i obliczy¢ ich jednowymiarows miare Lebesgue’a:
(a) A={2"neN}, (b) B=(-10,10] (c) C = (2018,4+00|, (d) D=CU(QnN][-1,0]).

zbior x € X takich, ze sup,, f,.(z) > 0;
zbior x € X takich, ze ciag (f.(x)), jest (stabo) rosnacy;

6. Uzasadni¢ mierzalno$é ponizszych zbioréw i obliczy¢ ich dwuwymiarowa miare Lebesgue’a:

(a) A={(1,1)}, (b) B={(z,2°-2);z€[0,1]} (c) C=Qx(R\Q), (d) D =[-m 7]x(1,e),
() E={(z,y) eR*: 1< +¢y*<T}H (f) F={(z,y) eR?: 2% <z —6}.

7. Czy dla kazdego A € L(R) zachodzi A(A) = A(Int(A))? A A(A) = A(CI(A))?



10.

Niech A bedzie zbiorem tych liczb z przedziatu [0, 1], ktorych rozwiniecie dziesietne nie zawiera
cyfry 3, czyli

00 a,
A= {Zm,an €{0,1,2,4,...,9}}.
n=1

Wykazac, ze A jest mierzalny wzgledem miary Lebesgue’a i ze ma miare Lebesgue’a 0.
Dana jest rodzina zbiorow (A, ),en taka, ze:

() A€ L, (b) Ao C A, (¢) MAy) =2018, (d) A(AM):gA(An).

Policzy¢ miare Lebesgue’a zbioru Ay =2, An.
Poda¢ przyklad lub uzasadnié, ze nie istnieje:

zbior A C R, ktory jest nieprzeliczalny i A(A)

(4)
=1, A(Cl(4)) =2,

zbior A C R taki, ze A(Int(A)) = 1, A(CI(A)) = oo,

zbior otwarty V' zawierajacy A = [0, 1] U {3} i taki, ze A(V \ A) < e.

(a
(b

) 0;
) 1
(c) zbior A C R taki, ze A(A) =2, A(Int(A))
(d)
)

zhior A C R, ktory jest nieograniczony i A

d
(e



