Lista 10: Miary
Analiza i Topologia, semestr zimowy 2018/2019

. Zalozmy, ze (X, A, u) jest przestrzenia z miara. Zbadaé, czy prawdziwe sa nastepujace wia-
snosci:
(a) p(A) =p(B) = A= DB,
(b) w(4) < u(B) = A C B,
(c) p(AUB) = pu(A) + u(B) — p(An B),
(d) ACB = p(A) = pu(B) —pu(B\A),
. Niech X =N, A =P(N). Czy odwzorowanie dane wzorem

(A) = 0, gdy A skoriczony,

H | +oo, w przeciwnym przypadku,

jest miara na (X, A)?
. Niech X bedzie zbiorem skoriczonym. Sprawdzi¢, ze wzor u(A) = % okresla miare probabili-
styczna na (X, P(X)).

. Niech a = (ay,), bedzie pewnym ciagiem liczb rzeczywistych. Na przestrzeni (N, P(N)) definiu-
jemy funkcje {

(a
(b
(c
(d

Dla jakich (a,), i, jest miara na N?
Kiedy p, jest miara skonczona? A kiedy o-skoniczona?

Dla jakich (an)n powyzszy wzor definiuje miare liczaca?
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Niech a,, = Qn. Pokaza¢, ze wowczas zbior wartosci u pokrywa sie z przedzialek [0, 1]. Czy
z faktu, ze pu(A) = u(B ) wynika, ze A = B?

. Zalozmy, ze X jest niepustym zbiorem oraz ze mamy funkcje f: X — [0,00]. Zdefiniujmy
w: P(X) — [0, 00] wzorem

0, A=0,

1(A) = > f(x), jesli A jest co najwyzej przeliczalny,
€A
00, jesli A jest nieprzeliczalny.

Pokazac, ze p jest miarg.
. Wykazaé, ze (A,)nen jest zstepujacym ciagiem zbioréw mierzalnych takim, ze pu(A;) < +oo, to
p([) An) = lim p(A,).

n——+o0
neN

Uzasadni¢ istotnosé¢ zatozenia pu(A;) < 400, tzn. podaé¢ przyklad zstepujacego ciagu zbiorow
(Ap)nen, dla ktory zachodzi jedynie nierowno$¢ u((),ey An) < limy— o0 p1(Ay).



7. Niech p,v : A — [0, +00] beda miarami probabilistycznymi na X.
(a) Wykazac, ze dla a,b > 0 funkcja k = ap + b, czyli
k(A) :=au(A)+bv(A), AecA,

jest miarg na X.
(b) Kiedy k jest miarg probabilistyczng?
0, 2018 ¢ Ai —2018 ¢ A
(c) Czy funkcja p(A) =<1, (2018 € Ai —2018 ¢ A) lub (2018 ¢ Ai — 2018 € A)

2, 2018€ Ai —2018€¢ A
jest miara na (R, P(R)?

8. Przez 1, oznaczamy indykator (funkcje charakterystyczna) zbioru A. Funkcja prosta nazywamy
funkcje o skoniczonym zbiorze (skoniczonych) wartosci. Taka funkcje mozna zawsze zapisa¢ w
postaci f = >0 cxla,, gdzie ¢ € R sa parami rozne, a zbiory A, = f~![{c,}] sa parami
roztaczne.

(a) Sprawdzi¢, ze zachodza rownosci
Laup(z) = 1a(x) + 15(x) — 1anp(x), Lang(z) = 14(z)1p(2).
(b) Wykazac, ze jesli f = > 7_, bylp,, gdzie niekoniecznie by € R sa parami rozne i nieko-

niecznie By sg parami rozlaczne, to f jest funkcja prosta.

(¢) Sprawdzi¢, ze rodzina funkeji prostych jest zamknieta na kombinacje liniowe, mnozenie i
branie modutu.

(d) Wykazaé, ze funkcja prosta f = >, cxla, (Ax N A, = 0 dla k # m) jest mierzalna
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy ze zbiordéw Aj jest mierzalny.



