
KOLOKWIUM 1 � GRUPA A

Analiza i Topologia, 5.12.2018

Metryk¡ euklidesow¡ oznaczamy dE, metryk¦ taksówkow¡ dT , metryk¦ rzeka dR (rzeka na osi 0x),
metryk¦ centrum dC (centrum w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych), metryk¦ dyskretn¡ dD.

1. Czy poni»sze zdania s¡ prawdziwe w dowolnej przestrzeni metrycznej? Odpowied¹ krótko
uzasadni¢.

(a) [2pkt] Brzeg dowolnego zbioru otwartego jest zbiorem domkni¦tym.

(b) [2pkt] Istnieje zbiór, który jest otwarty i zwarty.

(c) [2pkt] Ka»da przestrze« o±rodkowa jest spójna.

(d) [2pkt] W przestrzeni (R2, dE) je±li zbiór jest domkni¦ty, ale nie jest zwarty, to musi by¢
nieograniczony.

(e) [2pkt] Suma przeliczalnej liczby zbiorów zwartych jest zwarta.

2. Niech (X, d1) i (X, d2) b¦d¡ przestrzeniami metrycznymi i niech

d̂(x, y) = d1(x, y) + d2(x, y), x, y ∈ X.

(a) [6pkt] Wykaza¢, »e (X, d̂) jest przestrzeni¡ metryczn¡.

(b) [4pkt] Udowodni¢, »e je±li zbiór A jest ograniczony w przestrzeniach (X, d1) i (X, d2), to

A jest ograniczony w (X, d̂).

3. Rozpatrujemy przestrze« metryczn¡ (R, ρ), gdzie

ρ(x, y) =

{
0, x = y
1 + |x− 1|+ |y − 1|, x 6= y

.

(a) [3pkt] Wyznaczy¢ kule otwarte K(0, 1), K(0, 5
2
) i K(1, 2) w tej przestrzeni metrycznej.

(a) [4pkt] Wykaza¢, »e ci¡g (xn)n ⊂ R jest zbie»ny w metryce ρ wtedy i tylko wtedy, gdy jest
od pewnego miejsca staªy.

(a) [3pkt] Czy (R, ρ) jest o±rodkowa?

4. Wyznaczy¢ wn¦trza i domkni¦cia podanych zbiorów w zadanych przestrzeniach metrycznych:

(a) [4pkt] (−2, 1)×Q w (R2, dE),

(b) [4pkt] (2, 3)× (1, 2) w (R2, dR),

(c) [4pkt] Q w (R, dD),
(d) [4pkt] {7

5
} × (0, 1) w ((0,+∞)2, dE).



KOLOKWIUM 1 � GRUPA B

Analiza i Topologia, 5.12.2018

Metryk¡ euklidesow¡ oznaczamy dE, metryk¦ taksówkow¡ dT , metryk¦ rzeka dR (rzeka na osi 0x),
metryk¦ centrum dC (centrum w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych), metryk¦ dyskretn¡ dD.

1. Czy poni»sze zdania s¡ prawdziwe w dowolnej przestrzeni metrycznej? Odpowied¹ krótko
uzasadni¢.

(a) [2pkt] Brzeg dowolnego zbioru domkni¦tego jest zbiorem otwartym.

(b) [2pkt] Istnieje przestrze« o±rodkowa, która nie jest spójna.

(c) [2pkt] Nie istnieje zbiór, który jest otwarty i zwarty.

(d) [2pkt] W przestrzeni (R2, dE) je±li zbiór jest ograniczony, ale nie jest zwarty, to nie mo»e
by¢ domkni¦ty.

(e) [2pkt] Suma przeliczalnej liczby zbiorów zwartych jest zwarta.

2. Niech (X, d1) i (X, d2) b¦d¡ przestrzeniami metrycznymi i niech

d̂(x, y) = d1(x, y) + d2(x, y), x, y ∈ X.

(a) [6pkt] Wykaza¢, »e (X, d̂) jest przestrzeni¡ metryczn¡.

(b) [4pkt] Udowodni¢, »e je±li zbiór A jest ograniczony w przestrzeniach (X, d1) i (X, d2), to

A jest ograniczony w (X, d̂).

3. Rozpatrujemy przestrze« metryczn¡ (R, ρ), gdzie

ρ(x, y) =

{
0, x = y
1 + |x+ 1|+ |y + 1|, x 6= y

.

(a) [3pkt] Wyznaczy¢ kule otwarte K(0, 1), K(0, 5
2
) i K(−1, 2) w tej przestrzeni metrycznej.

(a) [4pkt] Wykaza¢, »e ci¡g (xn)n ⊂ R jest zbie»ny w metryce ρ wtedy i tylko wtedy, gdy jest
od pewnego miejsca staªy.

(a) [3pkt] Czy (R, ρ) jest zwarta?

4. Wyznaczy¢ wn¦trza i domkni¦cia podanych zbiorów w zadanych przestrzeniach metrycznych:

(a) [4pkt] Q× (−1, 1) w (R2, dE),

(b) [4pkt] (1, 2)× (2, 3) w (R2, dR),

(c) [4pkt] Q w (R, dD),
(d) [4pkt] (0, 1)× {π} w ((0,+∞)2, dE).


