KOLOKWIUM 1 - GRUPA A
Analiza i Topologia, 5.12.2018

Metryka euklidesowa oznaczamy dg, metryke taksowkowa dr, metryke rzeka dg (rzeka na osi Ox),
metryke centrum d¢ (centrum w poczatku uktadu wspoétrzednych), metryke dyskretna dp.

1. Czy ponizsze zdania sa prawdziwe w dowolnej przestrzeni metrycznej? Odpowiedz krotko
uzasadnic.

a) [2pkt] Brzeg dowolnego zbioru otwartego jest zbiorem domknietym.

(

(b
(c
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[2pkt] Istnieje zbior, ktory jest otwarty i zwarty.

[2pkt] Kazda przestrzen osrodkowa jest spojna.
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[2pkt] W przestrzeni (R?, dg) jesli zbior jest domkniety, ale nie jest zwarty, to musi by¢
nieograniczony.

(e) [2pkt] Suma przeliczalnej liczby zbiorow zwartych jest zwarta.

2. Niech (X, d;) i (X, ds) beda przestrzeniami metrycznymi i niech

~

d(l’,y) :dl(fﬁ,y>+d2(l’,y), xuyeX'

~

(a) [6pkt] Wykazac, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna.
(b) [4pkt] Udowodni¢, ze jesli zbior A jest ograniczony w przestrzeniach (X, d;) i (X, dy), to

o~

A jest ograniczony w (X, d).

3. Rozpatrujemy przestrzen metryczna (R, p), gdzie

() =1 | rY
Py L+le—1+ly—1], z#£y

(a) [3pkt] Wyznaczy¢ kule otwarte K(0,1), K(0, %) i K(1,2) w tej przestrzeni metrycznej.

(a) [4pkt] Wykaza¢, ze ciag (z,), C R jest zbiezny w metryce p wtedy i tylko wtedy, gdy jest
od pewnego miejsca staty.

(a) [3pkt] Czy (R, p) jest osrodkowa?
4. Wyznaczy¢ wnetrza i domkniecia podanych zbioréw w zadanych przestrzeniach metrycznych:
(a) [4pkt] (=2,1) x Q w (R?,dg),
(b) [4pkt] (2,3) x (1,2) w (R?,dR),

)
(c) [4pkt] Q w (R, dp),
(d) [4pkt] {} x (0,1) w ((0,+00)? dg).



KOLOKWIUM 1 - GRUPA B
Analiza i Topologia, 5.12.2018

Metryka euklidesowa oznaczamy dg, metryke taksowkowa dr, metryke rzeka dg (rzeka na osi Ox),
metryke centrum d¢ (centrum w poczatku uktadu wspoétrzednych), metryke dyskretna dp.

1. Czy ponizsze zdania sa prawdziwe w dowolnej przestrzeni metrycznej? Odpowiedz krotko
uzasadnic.

a) [2pkt] Brzeg dowolnego zbioru domknietego jest zbiorem otwartym.

(

(b
(c
(d

[2pkt] Istnieje przestrzen osrodkowa, ktora nie jest spojna.

[2pkt] Nie istnieje zbior, ktory jest otwarty i zwarty.

— e’ e N

[2pkt] W przestrzeni (R?, dg) jesli zbior jest ograniczony, ale nie jest zwarty, to nie moze
by¢ domkniety.

(e) [2pkt] Suma przeliczalnej liczby zbiorow zwartych jest zwarta.

2. Niech (X, d;) i (X, ds) beda przestrzeniami metrycznymi i niech

~

d(l’,y) :dl(fﬁ,y>+d2(l’,y), xuyeX'

~

(a) [6pkt] Wykazac, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna.
(b) [4pkt] Udowodni¢, ze jesli zbior A jest ograniczony w przestrzeniach (X, d;) i (X, dy), to

o~

A jest ograniczony w (X, d).

3. Rozpatrujemy przestrzen metryczna (R, p), gdzie

p(x,y) = 0 vy
’ l+jz+1+|ly+1], z#y

(a) [3pkt] Wyznaczy¢ kule otwarte K(0,1), K(0, %) i K(—1,2) w tej przestrzeni metrycznej.

(a) [4pkt] Wykaza¢, ze ciag (z,), C R jest zbiezny w metryce p wtedy i tylko wtedy, gdy jest
od pewnego miejsca staty.

(a) [3pkt] Czy (R, p) jest zwarta?
4. Wyznaczy¢ wnetrza i domkniecia podanych zbioréw w zadanych przestrzeniach metrycznych:
a) Jpkt] @ x (—1,1) w (R?,dp),
b [4pkt] (172) X (273) w (R27dR)7

)
¢) [4pkt] Q w (R,dp),
d) [4pkt] (0,1) x {7} w ((0,+0)?, dE).



