Powtérka przed egzaminem
WRAIT 1, semestr zimowy 2017/2018

. Zmalez¢ wszystkie wartosci parametru ¢t € R, dla ktérych punkt P nalezy do podanej kuli w
przestrzeni X:

(a) X = (R?,dg), P = (t,0), kula K((5,4),6);

(b) X = (R%,dp), P = (t*—1,t> + 1), kula K((3,5),1/2);

(c) X =(R% dc), P = (t,t), kula K((3,3),5);

(d) X =C0,1], P = f, gdzie f(x) = tz?, kula K(g,5), gdzie g(x) = 42>

. Niech (X, d;), (X, ds) beda przestrzeniami metrycznymi takimi, ze ds(x,y) < dq(z,y) dla wszyst-
kich z,y € X.
(a) Sprawdzié, ze powyzsze zalozenie jest spetnione dla
o X = Ru dl = dT7 dQ(xay) = mln{lvdE<x7y)}7

o X =R% dy =dp, dy(,y) = 220

(b) Udowodnié, ze jesli zbiér A jest ograniczony w (X, d;), to jest ograniczony w (X, ds). Czy
odwrotna implikacja jest prawdziwa?

(¢) Udowodnié, ze jesli (X, d;) jest osrodkowa, to (X, ds) takze.
Wskazowka: pokazaé, ze jesli A jest osrodkiem w (X, dy), to jest oSrodkiem takze w (X, dy).

(d) Udowodnié, ze jesli zbior A jest zwarty w (X, dy), jest zwarty takze w (X, ds).
. Stwierdzi¢, czy ponizsze obiekty istnieja.

(a) Zbior A, ktory jest otwarty w (R?, d¢) i domkniety w (R?, dg).

(b) Niezupela przestrzen (X, d) taka, ze X jest zbiorem skonczonym.

(c) Zbior A w (R?,dg) taki, ze Cl A # Int C1 A.

(d) Zbior A w (R?, dg), ktéry jest niespojny i nieograniczony.

(e) Zbiér A, ktory nie jest gesty w (R, dg) i Q C A.

(f) Para przestrzeni (X, d;), (Y, ds) o nastepujacej wlasnosci: niech yy € Y, funkcja f : X — Y
taka, ze f(x) = yo dla kazdego x € X nie jest ciagta.

(g) Funkcja f: R — R taka, ze f i f~! sa kontrakcjami.

(h) Funkcje ciaglte f,g: (R,dg) — (R, dg) takie, ze funkcja h(z,y) = f(x)g(y) nie jest ciagta jako

funkcja (R?, dg) — (R?, dg).

. Niech funkcja f : R? — R? bedzie zadana za pomoca macierzy A € R?*2 tj.
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jest homeomorfizmem?

(a) Niech A = > Czy funkcja f zadana jak wyzej jest ciagta z (R? dg) do (R?,d7)? Czy
(b) Jaki warunek musi spelnia¢ macierz, aby funkcja zadana jak powyzej byta homeomorfizmem?

(c) Podaé¢ przyktad macierzy A takiej, ze funkcja f nie jest ciagta jako funkcja z (R? dg) do
(R% dg).

(d) Poda¢ przyktad macierzy A takiej, ze funkcja f jest kontrakcja jako funkcja z (R? dg) do
(R%, dg).
5. (a) Poda¢ przyktad homeomorfizmu f : (R,dg) — ((0,1),dg).
(b) Udowodnié, ze jesli f jest homeomorfizmem miedzy (R,dg) i ((0,1),dg), to funkcja

h(z) = el @

jest ciagla.
(¢) Udowodnié, ze funkcja h zdefiniowana wyzej nie jest homeomorfizmem miedzy (R,dg) i
(R,dg).
6. Zbadac zbiezno$¢ punktowa i jednostajna ponizszych ciggdéw funkeji.

n O nQ:c
(a) fulz) = "5,

(b) fulz) = (sin(z))";
n? jedli x € [n, 2n;

(©) falz) = { 1

37 W przeciwnym wypadku.

7. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna taka, ze diamX < oo, ustalmy zy € X.
(a) Udowodnié, ze funkcja f : (X,d) — (R, dg) zadana wzorem f(z) = d(xo, z)* + 1 jest ciagla.
Czy jest jednostajnie ciggta? Czy spetnia warunek Lipschitza?

(b) Niech C' = 4 - diamX. Udowodni¢, ze funkcja f : (X,d) — (R,dg) zadana wzorem f(x) =
C~Yd(xg, x)? jest kontrakcja.

(c) Cuzy istnieje przestrzen zupelna (X, d) taka, ze funkcja f z poprzedniego podpunktu nie ma
punktu statego?

8. Czy ponizsze zdania sg prawdziwe?

(a) Istnieje przestrzen z miara (R, A4, ) taka, ze u(R) = 3.

(b) Rodzina zbioréw borelowskich na prostej jest przeliczalna.

(c) Istnieje 10-elementowe o-ciato.
)

(d) Kazda funkcja f : R — R jest P(R)-P(R)-mierzalna (mierzalna wzgledem tego samego
o-ciala P(R) w dziedzinie i w obrazie).

(e) Jedli f jest funkcja borelowska, to zbiér A = {x: 1 < f(z) < 3} jest borelowski.
(f) Kazdy zbiér zwarty w (R, dg) ma skoniczong miare Lebesgue’a.

(g) Kazdy zbiér brzegowy w (R, dg) ma miare Lebesgue’a zero.



(h) Jesli zbiory A, B sa borelowskie, to A(AU B) = A(A) + A(B).

(i) Kazda funkcja prosta jest catkowalna.

9. Niech 4,, = (2",2" +n) N (R\ Q) oraz t € R. Definiujemy A = ;> A, oraz funkcje

fz) = it"ﬂAn(x).

(a) Uzasadnié, ze zbiory A, oraz A sa mierzalne.
(b) Wyznaczy¢ f* 1 f~ dla funkeji f.

(c) Dla jakich ¢t € R funkcja f jest catkowalna?
Wskazowka: ciagg funkcji aproksymujacych mozna wyznaczy¢ biorac skonczong liczbe wyra-
z6w szeregu definiujacego funkcje.

10. Wiadomo, ze [*A7_sin(x) dz = 0 dla kazdej liczby catkowitej k. Czy to oznacza, ze funkcja f(x) =
sin(x) jest catkowalna i [ fd\ = 07

11. Niech A bedzie dowolnym podzbiorem R. Definiujemy

—1dlaz € Q,

xTr) = 2
= dqlaz e ClA\ (QUInt A),

0 dla pozostatych .

(a) Uzasadnié, ze funkcja f jest borelowska.
(b) Obliczy¢ [ fdX dla A = (2,3).
(c) Czy istnieje zbiér A, dla ktérego funkcja f jest catkowalna i [ fdA < 07
(d) Podaé przyktad zbioru A, dla ktorego f jest niecatkowalna.
)

(e) Uzasadni¢, ze jesli A jest zwarty, to f jest calkowalna.

12. Niech X =R, A = P(R). Definiujemy

0jesli 1,2 & A,
sjeslile A2¢ A,
Tjeslize A1 ¢ A,

t w przeciwnym wypadku.

uA) =

(a) Dla jakich t € R funkcja u jest miara? Czy da sie dobraé ¢ tak, aby p bylo miara probabili-
styczna?

(b) Definiujemy
f(z) = [2]*Lp0(2)-

Uzasadnié¢, ze f jest funkcja prosta-nieujemna.

(c) Dla t dobranego w czesci (a) obliczy¢ catke [y f du.



13. Rozwazmy nastepujacy cigg funkcji:

—nzdd_ 23?2 (z/n)
e sntl dla z > 1,
falz) = {

0 w przeciwnym wypadku.

(a) Uzasadnié, ze powyzsze funkcje sa mierzalne.

(b) Znalez¢ funkcje f bedaca granica punktowa powyzszego ciagu funkcji. Czy f jest funkcja
mierzalng? Czy f jest catkowalna?

(¢) Obliczyé lim, .o g fnd\. Wskazéwka: nie wyliczaé catek bezposrednio! Skorzystaé z odpo-
wiedniego twierdzenia granicznego dla catek.

14. Niech A bedzie kulg o $rodku w 0 i promieniu 1 w metryce takséwkowej. Definiujemy

2> +y?dlazeCxQ,
fla,y) = {yPe” dla (z,y) € A\NC X Q,
0 w przeciwnym wypadku.

Obliczy¢ caltke [ge fdA. Wskazowka: kule w metryce taksowkowej sa symetryczne.



