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. Zbada¢, czy funkcja f(r) = = dla € [0, 00) jest jednostajnie ciagta oraz czy spetnia warunek
Lipschitza.

2. Niech (zy,)n, (yn)n beda ciagami Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej (X, d) i niech f: R — R

spetnia warunek Lipschitza. Definiujemy ciag liczbowy

an = f(d<xmyn))a n € N.

Pokazaé, ze ciag (a,), jest zbiezny w (R, dg).

Czy wystarczy zalozyé, ze f jest jednostajnie ciggla?
. Dane sg funkcje f,, : [0,00) = R, n € N,

L zel0,n?,
x> n?

falz) = { (2)7_
(a) Wykazad, ze ciag (fn)n jest zbiezny punktowo do f = 2.
(b) Czy jest zbiezny jednostajnie?
. Czy zbior A ={f € C[0,1] : f(0) = 1} jest otwarty lub domkniety w (C[0, 1], dsyp)?

. Niech X # 0 i E C X bedzie niepustym zbiorem. Czy A := P(X) \ {E} jest o-ciatlem na X7
Czy B:=P(X)\{E, X \ E} jest o-cialem na X7

. Zbadaé, czy funkcja

2?Inz, x <0,
) sin(Bz—1), z€10,1]NQ,
T@0=91, re0.1\Q,
rinz, x> 1.

jest mierzalna wzgledem miary Lebesgue’a.

Wskazowka: przedstawi¢ f w postaci fi1 - 14, + ...+ fr - 1a,.

. Pokazaé, ze jesli f : R — R spelnia warunek Lipschitza z pewnga staly L, a zbior A C R jest
miary Lebesgue’a zero, to f[A] tez jest miary zero.

. Zalozmy, ze p jest miarg na (X, A), Y dowolnym niepustym zbiorem, a f : X — Y surjekcja.
Definiujemy

Y={BcCY: f![B] e A}, v(B) = u(f[B]), Bex.

Pokaza¢, ze ¥ jest o-cialem podzbioréow Y, a v : ¥ — [0, +0o0] jest miara na (Y, ).



10.

11.

12.

13.

Wykazac, ze jesli u jest miara skonczona i (A, )nen jest zstepujacym ciagiem zbioréw mierzal-
nych, to

p(() An) = Tim_p(A,).

n——+o00
neN

Poda¢ przyktad zstepujacego ciagu zbioréw (A, )nen, dla ktory zachodzi jedynie nieréwnosé
M(ﬂneN Ap) <limg, s o0 p(An)

Dana jest rodzina zbiorow (I,),en taka, ze:

() €L, () T Cho () A =5, (d) Allur) = SA(T)

Policzy¢ miar¢ Lebesgue’a zbioru I, = (), 1.

Niech A bedzie zbiorem tych punktéw z odcinka [0, 1], ktore posiadaja rozwiniecia w utamek
dwoéjkowy majace 0 na wszystkich parzystych miejscach po przecinku. Obliczy¢ miare Lebes-
gue’a zbioru A.

Niech A, = (n,n + z7) C R, n € Ny. Obliczy¢ miare Lebesgue’a zbioru A = Unen, An- Dla

ustalonego N € N; definiujemy funkcje fy(x) = Zi\;o 3814, (z). Wykaza¢, ze dla kazdego
N € N; zachodzi [, fydA < 3.

Czy istnieje:

rodzina podzbioréw zbioru {1,3,5}, ktora nie jest o—cialem?

funkcja ciagta f: (R? dg) — (R, dg), ktora nie jest borelowska?

zbior mierzalny wzgledem miary Lebesgue’a, ktory nie jest borelowski?

podzbiér R miary Lebesgue’a 5, ktorego wnetrze ma miare 4, a domkniecie — miare 37

podzbiér R miary Lebesgue’a 2, ktory jest brzegowy?
funkcja prosta-nieujemna f : R — R taka, ze f > 21 f[—2,2] fdx <77



