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1. Zbada¢, czy funkcja f(x) = x
1+ex

dla ∈ [0,∞) jest jednostajnie ci¡gªa oraz czy speªnia warunek
Lipschitza.

2. Niech (xn)n, (yn)n b¦d¡ ci¡gami Cauchy'ego w przestrzeni metrycznej (X, d) i niech f : R→ R
speªnia warunek Lipschitza. De�niujemy ci¡g liczbowy

an := f(d(xn, yn)), n ∈ N.

Pokaza¢, »e ci¡g (an)n jest zbie»ny w (R, dE).

Czy wystarczy zaªo»y¢, »e f jest jednostajnie ci¡gªa?

3. Dane s¡ funkcje fn : [0,∞)→ R, n ∈ N,

fn(x) =

{
2− 1

n
, x ∈ [0, n2],

0, x > n2.

(a) Wykaza¢, »e ci¡g (fn)n jest zbie»ny punktowo do f = 2.

(b) Czy jest zbie»ny jednostajnie?

4. Czy zbiór A = {f ∈ C[0, 1] : f(0) = 1} jest otwarty lub domkni¦ty w (C[0, 1], dsup)?

5. Niech X 6= ∅ i E ⊂ X b¦dzie niepustym zbiorem. Czy A := P(X) \ {E} jest σ-ciaªem na X?
Czy B := P(X) \ {E,X \ E} jest σ-ciaªem na X?

6. Zbada¢, czy funkcja

f(x) =


x2 lnx, x < 0,
sin(3x− 1), x ∈ [0, 1] ∩Q,
1, x ∈ [0, 1] \Q,
x lnx, x > 1.

jest mierzalna wzgl¦dem miary Lebesgue'a.

Wskazówka: przedstawi¢ f w postaci f1 · 1A1 + . . .+ fk · 1Ak
.

7. Pokaza¢, »e je±li f : R → R speªnia warunek Lipschitza z pewn¡ staª¡ L, a zbiór A ⊂ R jest
miary Lebesgue'a zero, to f [A] te» jest miary zero.

8. Zaªó»my, »e µ jest miar¡ na (X,A), Y dowolnym niepustym zbiorem, a f : X → Y surjekcj¡.
De�niujemy

Σ = {B ⊂ Y : f−1[B] ∈ A}, ν(B) = µ(f−1[B]), B ∈ Σ.

Pokaza¢, »e Σ jest σ-cialem podzbiorów Y , a ν : Σ→ [0,+∞] jest miar¡ na (Y,Σ).



9. Wykaza¢, »e je±li µ jest miar¡ sko«czon¡ i (An)n∈N jest zst¦puj¡cym ci¡giem zbiorów mierzal-
nych, to

µ(
⋂
n∈N

An) = lim
n→+∞

µ(An).

Poda¢ przykªad zst¦puj¡cego ci¡gu zbiorów (An)n∈N, dla który zachodzi jedynie nierówno±¢
µ(
⋂

n∈NAn) < limn→+∞ µ(An)

10. Dana jest rodzina zbiorów (In)n∈N taka, »e:

(a) In ∈ L, (b) In+1 ⊂ In, (c) λ(I1) =
π

2
, (d) λ(In+1) =

3

5
λ(In).

Policzy¢ miar¦ Lebesgue'a zbioru I∞ =
⋂∞

n=1 In.

11. Niech A b¦dzie zbiorem tych punktów z odcinka [0, 1], które posiadaj¡ rozwini¦cia w uªamek
dwójkowy maj¡ce 0 na wszystkich parzystych miejscach po przecinku. Obliczy¢ miar¦ Lebes-
gue'a zbioru A.

12. Niech An = (n, n + 1
5n

) ⊂ R, n ∈ N0. Obliczy¢ miar¦ Lebesgue'a zbioru A =
⋃

n∈N0
An. Dla

ustalonego N ∈ N1 de�niujemy funkcj¦ fN(x) =
∑N

k+0 3k1Ak
(x). Wykaza¢, »e dla ka»dego

N ∈ N1 zachodzi
∫
A
fNdλ ≤ 5

2
.

13. Czy istnieje:

• rodzina podzbiorów zbioru {1, 3, 5}, która nie jest σ�ciaªem?

• funkcja ci¡gªa f : (R2, dE)→ (R, dE), która nie jest borelowska?

• zbiór mierzalny wzgl¦dem miary Lebesgue'a, który nie jest borelowski?

• podzbiór R miary Lebesgue'a 5, którego wn¦trze ma miar¦ 4, a domkni¦cie � miar¦ 3?

• podzbiór R miary Lebesgue'a 2, który jest brzegowy?

• funkcja prosta-nieujemna f : R→ R taka, »e f ≥ 2 i
∫
[−2,2] fdλ < 7?


