
Lista powtórkowa 1
WRAiT 1, semestr zimowy 2017/2018

We wszystkich zadaniach zakªadamy, »e (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡.

1. Na zbiorze R zadajemy odwzorowanie:

ρ(x, y) = 1 +
|x− y|

1 + |x− y|
.

(a) Sprawdzi¢, »e (R, ρ) jest przestrzeni¡ metryczn¡.

(b) Zbada¢ jej zwarto±¢, zupeªno±¢ i o±rodkowo±¢.

(c) Poda¢ przykªad zbioru nieograniczonego w tej przestrzeni (lub uzasadni¢, »e nie istnieje).

2. Pokaza¢, »e je±li A jest ograniczony, to diam Cl(A) = diam A. Czy diam Int(A) = diam A
dla dowolnego zbioru A? Czy obrazem zbioru ograniczonego przez funkcj¦ ci¡gª¡ jest zbiór
ograniczony?

3. Czy jest mo»liwe, aby w przestrzeni metrycznej kula o wi¦kszym promieniu byªa zawarta w
kuli o mniejszym promieniu? Dokªadniej, czy istnieje (X, d), x1, x2 ∈ X i r1 < r2 takie, »e
K(x2, r2) ⊂ K(x1, r1)?

4. Niech (xn)n i (yn)n b¦d¡ ci¡gami Cauchy'ego w przestrzeni (X, d). Sprawdzi¢, czy
an := d(xn, yn) jest zbie»ny w (R, dE).

5. Znale¹¢ wn¦trze, domkni¦cie i brzeg nast¦puj¡cych zbiorów (w metryce euklidesowej):
(a) A = {−1, 1} ×Q, (b) B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} \ {(0, 0)},
(c) C = {3n, 1

n
;n ∈ N1}, (d) D = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≥ 1} ∪ {(0, 0)}

6. Zbada¢ zwarto±¢, spójno±¢ i zupeªno±¢ zbiorów z zadania poprzedniego.

7. Rozpartujemy przestrze« metryczn¡X = [0, 1]×(0, 1) z metryk¡ euklidesow¡. Znale¹¢ wn¦trza,
domkni¦cia i brzeg nast¦puj¡cych zbiorów:
(a) A = {0, 1, 1

2
, 1
3
, . . .} × (0, 1), (b) B = (1

2
, 1)× (0, 1), (c) C = {(x, x) : x ∈ (0, 1)}.

8. Czy istniej¡ niepuste zbiory A i B takie, »e A ⊂ B, A jest brzegowy i B nie jest brzegowy?

9. Sprawdzi¢, »e

(a) Bd(Int(A)) ⊂ Bd(A),

(b) Bd(Bd(Bd(A))) = Bd(Bd(A)),

(c) zbiór A jest nigdzieg¦sty wtedy i tylko wtedy, gdy Cl(X \ Cl(A)) = X,

(d) obrazem zbioru g¦stego przez homeomor�zm musi by¢ zbiór g¦sty.

10. Niech f, g : (X, d)→ R, d s¡ ci¡gªe. Czy f + g te» jest ci¡gªa?

11. Czy poni»sze funkcje s¡ ci¡gªe? Czy s¡ homeomor�zmami?
(a) f : R 3 x 7→ x

|x|+1
∈ R, (b) f : (R2, de)→ x21 + x22 ∈ (R, de), (c) id : (R2, dR)→ (R2, dC).


