
Lista 9: σ-ciaªa zbiorów mierzalnych
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1. Przypomnijmy, »e⋃
i∈I

Ai = {x : ∃i∈I x ∈ Ai} oraz
⋂
i∈I

Ai = {x : ∀i∈I x ∈ Ai}.

Obliczy¢:

(a)
⋂

t∈R{x ∈ R : x > t},
(b)

⋃
t∈[0,10]{x ∈ R : x < t},

(c)
⋂

t∈R{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < t},
(d)

⋃
n∈N

⋂
m∈N{x ∈ R : n ≤ x < m},

2. Niech (An)n b¦dzie ci¡giem podzbiorów R. Wykaza¢, »e⋃
n∈N

⋂
k>n

Ak = {x ∈ R : x ∈ An dla niesko«czenie wielu n},⋃
n∈N

⋂
m∈N

Ak = {x ∈ R : ∃n0∈N ∀n≥n0 x ∈ An}.

Znale¹¢ przykªad takiego ci¡gu (An)n, »e zbiory te nie s¡ równe.

3. Niech R b¦dzie σ-ciaªem. Wykaza¢, »e wówczas:

(a) X ∈ R;
(b) A1, . . . , An ∈ R ⇒ ∪nj=1Aj ∈ R;
(c) A1, A2, . . . ∈ R ⇒ ∩∞j=1Aj ∈ R;
(d) A,B ∈ R ⇒ A \B ∈ R.

4. Wykaza¢, »e przekrój dowolnej rodziny σ-ciaª jest σ-ciaªem.

5. Sprawdzi¢, czy nast¦puj¡ce rodziny s¡ σ-ciaªami:

(a) X = {a, b, c, d}, R = {∅, X, {a}, {c, d}, {b, c, d}}.
(b) X = R, A ∈ R ⇔ A jest otwarty lub X \ A jest otwarty.

(c) X = R, A ∈ R ⇔ A jest przeliczalny lub X \ A jest przeliczalny.

6. Niech A,B ⊂ X b¦d¡ niepuste. Jak wygl¡da σ-ciaªo podzbiorów X generowane przez A i B,
je±li A ∩B = ∅? Co si¦ zmieni, je±li zaªo»ymy, »e A ∩B 6= ∅?

7. Niech X = [−3, 3]. Znale¹¢ σ-ciaªa podzbiorów X generowane przez zbiory:

(a) (0, 1), (b) (−1, 0) ∪ (1, 3), (c) {−3, 3}, (d) {−3}, {3}.



8. Niech R ⊂ P(X) b¦dzie σ-ciaªem i niech B ⊂ X b¦dzie niepustym zbiorem R-mierzalnym.
De�nujemy

(a) RB = {A ∩B : A ∈ R}, (b) RB = {A ∈ R : A ⊂ B}

Wykaza¢, »e zarówno RB, jak i RB s¡ σ-ciaªem podzbiorów B. Czy która± z tych rodzin jest
tak»e σ-ciaªem podzbiorów X?

9. Uzasadni¢, »e σ-ciaªo generowane przez rodziny póªprostych postaci [a,+∞), a ∈ Q, jest równe
σ-ciaªu zbiorów borelowskich.


