
Lista 8: Przestrze« (C[0, 1], dsup) i zbiór Cantora

WRAiT 1, semestr zimowy 2017/2018

1. Zbada¢ zbie»no±¢ punktow¡ i jednostaj¡ poni»szych ci¡gow funkcyjnych na X = [0, 1]:

(a) fn(x) = xn; (b) fn(x) = cos x3

n
; (c) fn(x) = e

x
n ; (d) fn(x) = nxn(1− x)n;

(e) fn(x) =
n

n+ x2
; (f) fn(x) =

n

n+ n2x2
; (g) fn(x) =

x√
x2+ 1

n

;

2. Obliczy¢ trzy pierwsze przybli»enia funkcji f(x) =
√
x wielomianami Bernsteina (pn)n na

C[0, 1] i obliczy¢ odlegªo±¢ d(pk, f) dla k = 0, 1, 2, 3 (mo»na wesprze¢ si¦ komputerem). Znale¹¢
wielomiany (qn) o wspóªczynnikach wymiernych takie, »e d(pk, qk) <

1
k
dla k = 1, 2, 3.

3. Jak wygl¡daj¡ kule w przestrzeni (C[−1, 1], dsup)?

4. Zbada¢ otwarto±¢ i domkni¦to±¢ nast¦puj¡cych zbiorów w (C[−1, 1], dsup):

(a) A = {f ∈ C[−1, 1] : f ma jedno miejsce zerowe}
(b) A = {f ∈ C[−1, 1] : f(−1) < f(1)}
(c) A = {f ∈ C[−1, 1] : f jest nieparzysta}
(d) A = {f ∈ C[−1, 1] : f speªnia warunek Lipschitza}

5. Niech c, d ∈ C, c =
∑∞

k=1
ck
3k
, d =

∑∞
k=1

dk
3k
, ck, dk ∈ {0, 2}. Wykaza¢, »e

|c− d| < 1

3n
wtedy i tylko wtedy ck = dk dla k ≤ n.

6. Pokaza¢, »e zbiór Cantora jest caªkowicie niespójny, to znaczy jedynymi spójnymi podzbiorami
zbioru Cantora s¡ zbiory jednoelementowe lub zbiór pusty.

7. Pokaza¢, »e odwzorowanie f : C → C × C, dane wzorem

f

(
∞∑
k=1

ck
3k

)
=

(
∞∑
k=1

c2k−1
3k

,

∞∑
k=1

c2k
3k

)

jest homeomor�zmem.

8. Czy istniej¡ funkcje ci¡gªe (homeomor�zmy) pomi¦dzy nast¦puj¡cymi przestrzeniami (z me-
tryk¡ euklidesow¡ odpowieniego wymiaru)

(a) C oraz [0, 1]3; (b) C oraz R2; (c) C oraz C × [0, 1]; (d) C oraz S1?


