
Lista 7: Jednostajna ci¡gªo±¢ i warunek Lipschitza
WRAiT 1, semestr zimowy 2017/2018

1. Sprawdzi¢, czy poni»sze funkcje s¡ jednostajnie ci¡gªe, czy speªniaj¡ warunek Lipshitza i czy
s¡ kontrakcjami. O ile nie zaznaczono inaczej, przestrze« Rn i jej podzbiory rozpatrujemy z
metryk¡ euklidesow¡.

(a) f : (1,∞) 3 x 7→ lnx ∈ R,
(b) f : R2 3 (x1, x2) 7→ x1 · x2 ∈ R
(c) f : [−π, π]2 3 (x1, x2) 7→ sin(x1 · x2) ∈ R
(d) f : (R2, dE) 3 (x1, x2) 7→ (x2, x1) ∈ (R2, dT ),

(e) f : (C[0, 1], dsup) 3 f → 1 +
∫ 1

0
t2f(t)dt ∈ (R, dE).

2. Dana jest funkcja ci¡gªa f : ([a, b), dE) → (R, dE), a < b. Wykaza¢, »e f jest jednostajnie
ci¡gªa na [a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje sko«czona granica lim

x→b−
f(x).

3. Czy je±li f : A→ R jest jednostajnie ci¡gªa na zbiorze A ⊂ R, to f · f te»?

4. Poda¢ przykªad lub uzasadni¢, »e nie istnieje funkcja f : (R, dD) → (R, dD), która jest jedno-
stajnie ci¡gªa, ale nie speªnia warunku Lipschitza.

5. Wykaza¢, »e obrazem zbioru ograniczonego przez funkcj¦ lipschitzowsk¡ jest zbiór ograniczony.

6. Udowodni¢, »e je±li f jest ró»niczkowalna na przedziale (a, b) i istnieje c > 0 takie, »e |f ′(x)| <
c < 1 dla ka»dego x ∈ (a, b), to f jest kontrakcj¡.

7. Wykaza¢, »e nast¦puj¡ce odwzorowania s¡ kontrakcjami i sprawdzi¢, czy maj¡ punkt staªy:

(a) f : ((0, 1), dE) 3 x 7→ 1
4
x(1− x) ∈ (R, dE);

(b) f : ([0,+∞), dE) 3 x 7→
√
x+ 2 ∈ (R, dE);

(c) f : (R2, dT ) 3 (x1, x2) 7→ 1
3
x2 ∈ (R, dE),

(d) T : (C[0, 1], dsup) 3 f 7→ Tf ∈ (C[0, 1], dsup), Tf(x) =
1
7
f(1− x)− 2x+ 1;

8. Przy pomocy twierdzenia Banach o punkcie staªym wykaza¢ zbie»no±¢ ci¡gu
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5, . . . ,

i znale¹¢ jego granic¦.

9. Przy pomocy twierdzenia Banacha o punkcie staªym udowodni¢, »e równanie

x7 − 8(1− x) = 0

ma dokªadnie jeden pierwiastek w przedziale (0, 1). Dlaczego nie wystarczy skorzysta¢ z wªa-
sno±ci Darboux?


