Lista 7: Jednostajna cigglo$é i warunek Lipschitza
WRAIT 1, semestr zimowy 2017/2018

. Sprawdzi¢, czy ponizsze funkcje sa jednostajnie ciagle, czy spelniaja warunek Lipshitza i czy
sa kontrakcjami. O ile nie zaznaczono inaczej, przestrzen R" i jej podzbiory rozpatrujemy z
metryka euklidesows.

(a) f ( o)z Inzr €R,

(b) f:R?3 (z1,22) = 21 22 €R

(c) f:[-m, 7?2 (1, 22) —> sin(z; - 1) €ER

(d) f: (R dE) > (z1,22) = (z2,21) € (R, dr),
(€) f:(Cl0,1],dwp) D f — L+ [, 2f(t)dt € (R,dp).

. Dana jest funkcja ciagla f : ([a,b),dg) — (R,dg), a < b. Wykaza¢, ze f jest jednostajnie
ciagla na [a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoriczona granica hIil f(z).

T—b™
. Czy jedli f: A — R jest jednostajnie ciggla na zbiorze A C R, to f - f tez?
. Poda¢ przyklad lub uzasadnié¢, ze nie istnieje funkcja f : (R,dp) — (R, dp), ktora jest jedno-
stajnie ciggla, ale nie spetnia warunku Lipschitza.

. Wykazaé, ze obrazem zbioru ograniczonego przez funkcje lipschitzowska jest zbiér ograniczony.

. Udowodnié¢, ze jesli f jest rozniczkowalna na przedziale (a, b) i istnieje ¢ > 0 takie, ze |f'(z)| <
¢ < 1 dla kazdego = € (a,b), to f jest kontrakcja.

. Wykazac¢, ze nastepujace odwzorowania sg kontrakcjami i sprawdzi¢, czy maja punkt staty:
a) f
b) f
c) f
d) T

:((0,1),dg) > x — J2(1 —x) (R, dg);
1 ([0, +00),dE) 2 x 2 € (R,dp);
[ (R%dy) 3 (z1,32) — 322 € (R,dp),

(O[0,1),dswp) 2 f = Tf € (C[0,1), dap), Tf(2) = 3 f(1 —x) = 22+ 1;

. Przy pomocy twierdzenia Banach o punkcie stalym wykaza¢ zbieznosé ciggu
VB A5+ VB A5+ /5 +V5, .,

. Przy pomocy twierdzenia Banacha o punkcie stalym udowodnié¢, ze réwnanie

i znalez¢ jego granice.

2" —8(1—-2)=0

ma doktadnie jeden pierwiastek w przedziale (0,1). Dlaczego nie wystarczy skorzystaé z wla-
snosci Darboux?



