Lista 6: Funkcje ciggte
WRAIT 1, semestr zimowy 2017/2018

1. Wykaza¢, ze zachodza nastepujace wtasnosci przeciwobrazu: dla A, B C X, f: X = Y,
(a) fHAuB] =AU (B],  (b) fANBl= AN B

2. Pokaza¢, ze f : X — Y jest ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobraz dowolnego zbioru
domknietego jest domkniety.

3. Wykaza¢, ze jesli f: (X,d) — (Y, d) jest ciagta, to
(a) f(Cl(A)) c CI(f(A)) dla dowolnego A C X;
(b) CI(f~1[B]) c f~[C1(B)] dla dowolnego B C Y;
Czy jesli f jest homeomorfizmem, to zachodza réwnosci obu zbior6w?
4. Ktore z ponizszych funkcji sg ciagle? czy sa homeomorfizmami?
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11, 12) > (e¥17%2 1 4+ 19) € ((0,00) x R, dp),
d T1,T9) = (T2, 71) € (R? dR),

(e C[ A dsup) 3 f = f(3) € (R, dp).

5. Niech f: X — Y bedzie funkcja ciagla. Czy zawsze:

(a
(b

(
(d

obraz zbioru otwartego jest otwarty?
przeciwobraz kuli (otwartej) jest kula (otwarta)?
c¢) przeciwobraz kuli domknietej jest zbiorem domknietym?
przeciwobraz zbioru gestego jest gesty?

e) obraz zbioru zwartego jest domkniety?

)
)
)
)
)
f)

(
(f) obraz zbioru niespdjnego jest niespojny?
6. Czy obraz zbioru brzegowego przez funkcje ciagla musi by¢ brzegowy?

7. Czy w ponizszych przypadkach istnieje ciagla surjekcja z przestrzeni X na przestrzen Y7

(a) X = ([0,1],dg), Y = ((0,1),dp);

(b) X =([0,1]U[3,4].dp), Y = ([-3,3].dr);

() X =([0,1},dp), Y = ([0,1], dr);

(d) X =([0,1],dr), Y = ([0,1],dp);

() X = ({(z1,20) eR?: 22 + 22 =1},dg), Y = ((0,1),dg);



10.

11.

12.

(f) X =((0,1),dg), Y = ({(z1,72) € R? : 27 + 22 = 1}, dp);

Wykazaé, ze relacja homeomorficznosci jest przechodnia, tzn. jesli (X, dx) jest homeomorficzne
z (Y,dy), a (Y, dy) jest homeomorficzne z (Z,dy), to (X, dx) jest homeomorficzne z (Z,dy).

Poda¢ przyktlad cigglej bijekcji, ktora nie jest odwzorowaniem otwartym.
Wykazac, ze nastepujace pary przestrzeni (z metryka euklidesowa) sa homeomorficzne:
(a) X = [_17 1]7 Y = [072017]7

(b) X = (_\/57 \/5)7 Y =R;

() X =(1,0), Y = (1,+00);

Wrykazaé, ze pierscien A = {(z,y) € R? : 1 < 2% + y? < 4} i ¢cylinder B = {(z,y,2) € R? :
2?2 +y? =1,0 < 2 < 1} (z metryka euklidesowa) sa homeomorficzne.

Wskazowka: Zbada¢ wtasnoscei funkeji

f(Iyy)=< - Y \/x2+y2—1>.

Vi +y? a2

Czy funkcja f: X =Y | gdzie X =[0,1) U {2}, Y = [0,1] (z metryka euklidesowa) okreslona
wzorem

r gdy z €[0,1)

1 gdy x =2,

)=

jest homeomorfizmem?



