
Lista 5: Zupeªno±¢, zwarto±¢, spójno±¢
WRAiT 1, semestr zimowy 2017/2018

We wszystkich zadaniach zakªadamy, »e (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡.

1. Czy przestrze« Q z metryk¡ euklidesow¡ jest zupeªna?

2. Czy przestrze« metryczna (R, dπ), gdzie

dπ(x, y) =

{
0, x = y
|x− π|+ |y − π|, x 6= y

jest zupeªna?

3. Czy przestrze« metryczna (R, ρ), gdzie

ρ(x, y) =

{
|x− y|, x, y ∈ Q lub x, y 6∈ Q,
|x|+ |y|, w przeciwnym przypadku

jest zupeªna?

4. Jak wygl¡daj¡ kule i zbiory otwarte w N z metryk¡ euklidesow¡? Czy jest to przestrze«
zupeªna?

5. Sprawdzi¢ zwarto±¢ i zupeªno±¢ zbiorów:

(a) A = {1/n : n ∈ N} ∪ {0} w (R, dE);
(b) B = {(x, arctanx) : x ∈ R} w (R2, dE);

(c) C = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4} \ {(4, 0)} w (R2, dR);

(d) D = KM((1, 0), 2) w (R2, dM);

(e) E = KC((2, 0), 2) w (R2, dC).

6. Czy K(0, 1) w (C[0, 1], d1) jest zbiorem zwartym?

7. Wykaza¢, »e je±li ci¡g w przestrzeni metrycznej (X, d) speªnia warunek d(xn, xn+1) <
1
2n
, to

speªnia warunek Cauchy'ego. Czy istnieje ci¡g w R taki, »e |xn−xn+1| → 0, ale nie jest zbie»ny
(a tym bardziej nie jest Cauchy'ego)?

8. Poda¢ przykªad zbioru w R2, który jest zwarty w metryce taksówkowej, ale nie jest zwarty w
metryce centrum.

9. Opisa¢ wszystkie zbiory zwarte na R z metryk¡ dyskretn¡. Czy dowolna kula domkni¦ta w
(R, dD) b¦dzie zbiorem zwartym? Czy istnieje w (R, dD) zbiór domkni¦ty i ograniczony, który
nie jest zwarty?

10. Poda¢ przykªad przestrzeni metrycznej, które jest zupeªna i o±rodkowa, ale nie jest zwarta.

11. Poda¢ przykªady na to, »e:

(a) wn¦trze zbioru spójnego nie musi by¢ zbiorem spójnym,

(b) przekrój zst¦puj¡cego ci¡gu zbiorów spójnych nie musi by¢ spójny.


