Lista 3: Zbiezno$é¢, zbiory otwarte i domkniete
WRAIT 1, semestr zimowy 2017/2018

We wszystkich zadaniach zakladamy, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna.

1.

10.

Zalozmy, ze metryki dy i ds na przestrzeni X sg rownowazne. Pokazaé¢, ze ciag (v,), C X jest
zbiezny w d; wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny w ds. Czy dg i dg sa rownowazne?

Zbadaj zbiezno$¢ ponizszych ciagow w podanych przestrzeniach metrycznych:
(a) z, = (e, (14 55)",n — vn? —n), (R®, dg);

(b) zn = (3%, In ), (R dr);

(€) an=(=3+7,7), (R*,dg);

(d)

Czy prawda jest, ze ciagg punktow x(”)

x, = cosn, (R, dp).

= @, 20", n € N, w R? z metryka rzeka jest zbiezny
(n)

do (z1,x2) wtedy i tylko wtedy, gdy x; — x; i xé Wy 1y?

Oznaczamy N = {1,2,3...}. Ktore z ponizszych zbiorow sa otwarte, a ktore domkniete w R z
metryka euklidesows;:

(a) {neN:n<m}, (b)2Z, (c)R\{0}, (d)R\Q, (e) {2;neN}, () [3,+o0).

Zbadacd, czy ponizsze zbiory sg otwarte lub domkniete w metrykach: euklidesowej, maksimum,
rzeka i centrum na R?:

(a) [1,2]x (1,2); (b)) Qx (R\Q); (c) {(z,—z);z € 3,4)}; (d) {(z,9): L <a?+y* < T},

Poda¢ przyktad na to, ze suma nieskonczonej rodziny zbioréw domknietych nie musi by¢ zbio-
rem domknietym (a) w R, (b) w R? (z wybrang metryka). Czy istnieje taki przyklad w R z
metryka dyskretng?

Czy istnieje zbior A C R2, ktory jest otwarty w metryce euklidesowej, ale nie jest otwarty w
metryce centrum? A odwrotnie: otwarty w d¢, ale nie otwarty w dg? Czy zatem metryki dg i
d¢c sa rownowazne?

Czy istnieje:

a) zbior A C (R,dg), taki ze Int(A) = Q7
zbior A C (R,dg), taki ze BA(A) =R\ N
zbior A C (R? dp), taki ze C1(A) = [0, ] [1,2]?
zbior A C (R,dg), taki ze Int(Bd(A)) # (07
( (

zbior A C (R, dp), taki ze Bd(A) = {1}7

R, d
R, d

9

Czy w dowolnej metryce domkniecie kuli otwartej jest kula domknieta, tzn. K (a,7) = CI(K (a,1))?
Jesli nie, to czy zachodzi jakie§ zawieranie?

Wykazaé, ze C1(AU B) = Cl(A) UCI(B) oraz Cl(AN B) C CI(A) N Cl(B). Poda¢ przyktad, ze

nie zachodzi zawieranie w drugg strone.



