
Lista 3: Zbie»no±¢, zbiory otwarte i domkni¦te
WRAiT 1, semestr zimowy 2017/2018

We wszystkich zadaniach zakªadamy, »e (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡.

1. Zaªó»my, »e metryki d1 i d2 na przestrzeni X s¡ równowa»ne. Pokaza¢, »e ci¡g (xn)n ⊂ X jest
zbie»ny w d1 wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbie»ny w d2. Czy dR i dE s¡ równowa»ne?

2. Zbadaj zbie»no±¢ poni»szych ci¡gów w podanych przestrzeniach metrycznych:

(a) xn = (e−n, (1 + 1
3n
)n, n−

√
n2 − n), (R3, dE);

(b) xn = ( sinn
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, ln 1

n
), (R2, dT );

(c) xn = (−3 + 1
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, 1
n
), (R2, dR);

(d) xn = cosn, (R, dD).

3. Czy prawd¡ jest, »e ci¡g punktów x(n) = (x
(n)
1 , x

(n)
2 ), n ∈ N, w R2 z metryk¡ rzeka jest zbie»ny

do (x1, x2) wtedy i tylko wtedy, gdy x
(n)
1 → x1 i x

(n)
2 → x2?

4. Oznaczamy N = {1, 2, 3 . . .}. Które z poni»szych zbiorów s¡ otwarte, a które domkni¦te w R z
metryka euklidesow¡:
(a) {n ∈ N : n < π}, (b) 2Z, (c) R \ {0}, (d) R \Q, (e) { 3

n
;n ∈ N}, (f) [3,+∞).

5. Zbada¢, czy poni»sze zbiory s¡ otwarte lub domkni¦te w metrykach: euklidesowej, maksimum,
rzeka i centrum na R2:
(a) [1, 2]× (1, 2); (b) Q× (R \Q); (c) {(x,−x);x ∈ (3, 4)}; (d) {(x, y) : 1 ≤ x2+ y2 < 7}.

6. Poda¢ przykªad na to, »e suma niesko«czonej rodziny zbiorów domkni¦tych nie musi by¢ zbio-
rem domkni¦tym (a) w R, (b) w R2 (z wybran¡ metryk¡). Czy istnieje taki przykªad w R z
metryk¡ dyskretn¡?

7. Czy istnieje zbiór A ⊂ R2, który jest otwarty w metryce euklidesowej, ale nie jest otwarty w
metryce centrum? A odwrotnie: otwarty w dC , ale nie otwarty w dE? Czy zatem metryki dE i
dC s¡ równowa»ne?

8. Czy istnieje:

(a) zbiór A ⊂ (R, dE), taki »e Int(A) = Q?

(b) zbiór A ⊂ (R, dE), taki »e Bd(A) = R \ N?
(c) zbiór A ⊂ (R2, dR), taki »e Cl(A) = [0, 1]× [1, 2]?

(d) zbiór A ⊂ (R, dE), taki »e Int(Bd(A)) 6= ∅?
(e) zbiór A ⊂ (R, dD), taki »e Bd(A) = {1}?

9. Czy w dowolnej metryce domkni¦cie kuli otwartej jest kul¡ domkni¦t¡, tzn.K(a, r) = Cl(K(a, r))?
Je±li nie, to czy zachodzi jakie± zawieranie?

10. Wykaza¢, »e Cl(A∪B) = Cl(A)∪Cl(B) oraz Cl(A∩B) ⊂ Cl(A)∩Cl(B). Poda¢ przykªad, »e
nie zachodzi zawieranie w drug¡ stron¦.


