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WRAiT 1, semestr zimowy 2017/2018

1. Sprawdzi¢, czy poni»sze funkcje s¡ metrykami na zbiorze X:

(a) d(x, y) = |
√
x−√y|, X = [0,+∞); (b) d(x, y) = |3x − 3y|, X = R;

(c) d(n,m) =
∣∣ 1

2m
− 1

2n

∣∣, X = N; (d) d(f, g) =
1∫
0

|f(x)− g(x)|dx, X = C[0, 1];

(e) d(f, g) = |f ′(1)− g′(1)|+ sup
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|, X = C1[0, 1];

(f) d(x, y) =
∞∑
n=1

|xn−yn|
3n

, X = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]× . . . .

(Uzasadni¢, »e odwzorowanie jest poprawnie okre±lone)

2. Niech X = R2, x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ X. Przyjmujemy oznaczenia

dT (x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2| (metryka taksówkowa),

dE(x, y) =
√
|x1 − y1|2 + |x2 − y2|2 (metryka euklidesowa),

dM(x, y) = max{|x1 − y1|, |x2 − y2|} (metryka maksimum).

(a) Wykaza¢, »e dT jest metryk¡ na R2.

(b) Wykaza¢, »e dla dowolnych punktów x, y ∈ R2 zachodz¡ nierówno±ci

dM(x, y) ≤ dE(x, y) ≤ dT (x, y) ≤ 2dM(x, y).

(c) Wywnioskowa¢ st¡d, »e dT , dE, dM s¡ parami równowa»ne.

3. Zapisa¢ wzór na liczenie odlegªo±ci w metryce rzeka dR i sprawdzi¢, »e faktycznie jest to metryka.

4. Obliczy¢ odlegªo±¢ d(f, g) w metryce supremum na przestrzeni funkcji ci¡gªych C[0, 1], gdy:

(a) f(x) = x+ 2, g(x) = x2 − 1; (b) f(x) = 1, g(x) = x
x+1

; (c) f(x) = x2, g(x) = [3x].

5. Wiadomo, »e d1 i d2 s¡ metrykami na X. Czy st¡d wynika, »e:

(a) d = d1 − 2d2, zde�niowane jako d(x, y) = d1(x, y)− 2d2(x, y), jest metryk¡ na X?

(b) d = d1 + d2, zde�niowane jako d(x, y) = d1(x, y) + d2(x, y), jest metryk¡ na X?

(c) d = d1 · d2, zde�niowane jako d(x, y) = d1(x, y) · d2(x, y), jest metryk¡ na X?

(d) d =
√
d1, zde�niowane jako d(x, y) =

√
d1(x, y), jest metryk¡ na X?

(e) d = min{1, d1}, zde�niowane jako d(x, y) = min(1, d1(x, y)), jest metryk¡ na X?

6. Znale¹¢ przykªady par (X, d), gdzie X 6= ∅, d : X × X → [0,+∞), które speªniaj¡ dokªadnie
dwa warunki przestrzeni metrycznej:

(a) dodatni¡ okre±lono±¢ i symetri¦, ale nie warunek trój¡ta;

(b) dodatni¡ okre±lono±¢ i warunek trój¡ta, ale nie symetri¦;

(c) symetri¦ i warunek trój¡ta, ale nie dodatni¡ okre±lono±¢.


