Lista 1: Przestrzenie metryczne
WRAIT 1, semestr zimowy 2017/2018

1. Sprawdzié¢, czy ponizsze funkcje sa metrykami na zbiorze X:

(a) d(z,y) = |Vz =y, X =[0,+00); (b) d(, )=|3x—3y| X =R
11

(c) d(n,m) = %—%,X:N; (d) f|f x)|dz, X = CI0,1];
(e) d(f.g) = !f’(l)—g’(l)ste%p”If( z) —g(x )!,X—Cl[O, 1];
(f) d(x,y) = i@ X =[0,1] x [0,1] x [0,1] x

(Uzasadnié, ze odwzorowanie jest poprawnie okreslone)
2. Niech X = R? 2 = (21, 22),y = (y1,%2) € X. Przyjmujemy oznaczenia
(x,y) = |x1 — 1| + |v2 — y2| (metryka taksowkowa),
dg(x,y) = /|z1 — 1|2 + |2 — 122 (metryka euklidesowa),
(

x,y) = max{|zy — y1|, |r2 — y2|} (metryka maksimum).

dy
(a) Wykaza¢, ze dr jest metryka na R2
(b) Wykaza¢, ze dla dowolnych punktéw x,y € R? zachodza nieréwnosci

(c) Wywnioskowa¢ stad, ze dr,dg, dy sa parami rownowazne.

3. Zapisa¢ wzor na liczenie odlegtosci w metryce rzeka dy i sprawdzi¢, ze faktycznie jest to metryka.

4. Obliczy¢ odleglosé d(f, g) w metryce supremum na przestrzeni funkeji ciagtych C[0, 1], gdy:
(@) fl@)=a+2 g(x)=2" -1 (b) f(z) =1, g(x) = ;55 (c) f(z) =2? g(z) = [3z].

5. Wiadomo, ze d; i ds s3 metrykami na X. Czy stad wynika, ze:

) d = dy — 2ds, zdefiniowane jako d(z,y) = di(x,y) — 2da(x,y), jest metryka na X7

b) d = dy + da, zdefiniowane jako d(x,y) = di(z,y) + do(z,y), jest metryka na X7

(c) d=d - dy, zdefiniowane jako d(x,y) = di(z,y) - do(z,y), jest metryka na X7

(d) d = V/dy, zdefiniowane jako d(z,y) = \/di(x,y), jest metryka na X?

(e) d =min{l,d;}, zdefiniowane jako d(x,y) = min(1, d;(z,y)), jest metryka na X7

(a
(

6. Znalez¢ przyklady par (X, d), gdzie X # 0, d : X x X — [0, +00), ktore spetniaja doktadnie
dwa warunki przestrzeni metrycznej:
(a) dodatnia okreslonosc¢ i symetrie, ale nie warunek trojata;
(b) dodatnig okreslonosé¢ i warunek trojata, ale nie symetrie;

(c) symetrie i warunek trojata, ale nie dodatnig okreslonos¢.



