
Lista 14: Twierdzenia caªkowe

WRAiT 1, semestr zimowy 2017/2018

1. Obliczy¢ caªk¦
∫
[0,1]

fdλ, je±li f : [0, 1] → R przyjmuje warto±¢ n na przedziaªach dªugo±ci
1
3n

wyrzucanych przy konstrukcji zbioru Cantora, za± w punktach zbioru Cantora przyjmuje
warto±¢ e13.

2. Niech X = N, A = P(N), ν = miara licz¡ca na N, fn(k) = 1
n
1{1,2,...,n}(k). Sprawdzi¢, czy

zachodzi równo±¢ pomi¦dzy lim
n→∞

∫
N fndν oraz

∫
N
limn→∞ fndν. Je±li nie, wyja±ni¢ dlaczego.

3. Obliczy¢ granice przy lim
n→∞

∫
X

fn(x)dλ(x), gdy

(a) X = [0, 1], fn(x) =
n2x+ 1

n2x+ 2n− 1
, (b) X = [−10, 10], fn(x) =

nx+ 3

nx+ 1
,

(c) X = [1, 4), fn(x) =
n

n2x+ 5
, (d) X = [0,∞), fn(x) =

n

n2x+ 5
.

4. (Twierdzenie Lebesgue'a w wersji dla szeregów) Niech (fn)n b¦dzie takim ci¡giem funkcji mie-
rzalnych nieujemnych. Udowodni¢, »e wówczas∫

X

∞∑
n=1

fndµ =
∞∑
n=1

∫
X

fndµ.

5. Wykaza¢, »e dla dowolnego α > 0 zachodzi równo±¢∫ 1

0

xαln( 1
x
)

1− x
dx =

∞∑
n=1

1

(n+ α)2
.

(Wskazówka: Wykaza¢, »e
∫ 1

0
xn+αln 1

x
dx = 1

(n+α+1)2
.)

6. Niech X = R, Y = N, λ oznacza 1-wymiarowa miar¦ Lebesgue'a na R, ν � miar¦ licz¡c¡ na N,
δ0 - miar¦ Diraca w 0 na R. Obliczy¢:

(a) λ× λ({(x, y) ∈ R2 : x− y ∈ Q}),
(b) λ× ν({(n,m) ∈ N2 : n ≤ m}),
(c) λ× δ0({(x, y) ∈ [0, 1]2 : x > y}),
(d) λ× δ0({(x, y) ∈ [−3, 3]2 : x > y}).

7. Obliczy¢ caªk¦ ∫
[0,1]2

f(x, y)dλ2(x, y),

gdy

f(x) =


1, (x, y) ∈ A,

1
(2−x)(y+1)

, (x, y) ∈ B \ A,
0, (x, y) ∈ [0, 1]2 \ (A ∪B),

i A = C × C (C oznacza zbiór Cantora) oraz B = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1}.


