
Lista 13: Caªka Lebesgue'a
WRAiT 1, semestr zimowy 2017/2018

W poni»szych zadaniach zakªadamy, »e (X,A, µ) jest przestrzeni¡ z miar¡, czyli X 6= ∅, A jest
σ-ciaªem, a µ dowoln¡ ustalon¡ miar¡ na (X,A). λ oznacza miar¦ Lebesgue'a, δx oznacza miar¦
Diraca (skupion¡ w punkcie x).

1. Niech f b¦dzie funkcj¡ µ-caªkowaln¡, prost¡, ale niekoniecznie nieujemn¡ (!), czyli

f =
n∑

k=0

ak1Bk
(x), ak ∈ R, X =

⋃
k

· Bk.

Wykaza¢, »e wówczas nadal prawdziwy jest wzór∫
X

fdµ =
n∑

k=0

akµ(Bk).

2. Sprawdzi¢, czy nast¦puj¡ce wªasno±ci zachodz¡ dla wszystkich funkcji caªkowalnych, a je±li nie,
to czy zachodz¡ dla klasy funkcji nieujemnych :

(a) A ⊂ B ⇒
∫
A
fdµ ≤

∫
B
fdµ.

(b) f ≤ g ⇒
∫
A
fdµ ≤

∫
A
gdµ.

(c) µ(A) = 0 ⇒
∫
A
fdµ = 0.

(d)
∫
A
fdµ = 0 ⇒ µ(A) = 0.

3. Sprawdzi¢, czy:

(a) suma funkcji µ-caªkowalnych jest µ-caªkowalna.

(b) iloczyn funkcji µ-caªkowalnych jest µ-caªkowalny.

(c) funkcja staªa jest µ-caªkowalna.

(d) ka»da funkcja mierzalna wzgl¦dem miary sko«czonej jest µ-caªkowalna.

4. Wykaza¢, »e je±li f : X → R̄ jest µ-caªkowalna (caªkowalna na X wzgl¦dem miary µ), to
przyjmuje warto±¢ −∞ na zbiorze miary zero.

5. Pokaza¢, »e je±li f : X → R jest µ-caªkowalna, to |f | te» jest µ-caªkowalna oraz∣∣ ∫
X

fdµ
∣∣ ≤ ∫

X

|f |dµ.

6. Niech f(x) =
∞∑
n=0

3n1(n,n+ 1
4n

]x. Znale¹¢ ci¡g funkcji prostych (fn)n aproksymuj¡cych f w sposób

rosn¡cy, a nast¦pnie obliczy¢ z de�nicji caªk¦
∫
R fdλ.

7. Bez przybli»ania funkcjami prostymi, obliczy¢ caªki Lebesgue'a
∫
A
fdλ, je±li:



(a) A = {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}, f(x) = ex
2−1;

(b) A = [0, 1], f(x) = x2 − 2x+ 1;

(c) A = R, f(x) =

{
(1 + x2)−3, je±li x ∈ Q,
(1 + x2)−2, je±li x ∈ R \Q;

(d) A = [0, 1], C jest zbiorem Cantora,

f(x) =


x je±li x ∈ (0, 1

2
) \ C,

1− x2 je±li x ∈ (1
2
, 1) \ C,

e
1
x je±li x ∈ C.

8. Obliczy¢ caªk¦
∫
R x

3dδ1.

9. Niech X = N, A = P(N), ν(A) =

{
n, gdy |A| = n

∞, gdy |A| =∞
.

(a) Obliczy¢ caªk¦
∫
N x

3dν. Wskazówka: oszacowa¢ funkcj¦ f(x) = x3 od doªu przez funkcj¦
prost¡, której caªk¦ ªatwo policzy¢.

(b) Dla ustalonego ci¡gu p = (pk)k∈N liczb nieujemnych de�niujemy funkcj¦ fp(xk) = pk ≥ 0.
Znale¹¢ ci¡g funkcji prostych (fn)n aproksymuj¡cych f w sposób rosn¡cy, a nast¦pnie
obliczy¢

∫
N
fpdν. Kiedy fp jest ν-caªkowalna?


