Lista 13: Calka Lebesgue’a
WRAIT 1, semestr zimowy 2017/2018

W ponizszych zadaniach zaktadamy, ze (X, A, 1) jest przestrzenia z miara, czyli X # (), A jest
o-ciatem, a p dowolna ustalona miara na (X,.A). A oznacza miare Lebesgue’a, 0, oznacza miare
Diraca (skupiona w punkcie x).

1. Niech f bedzie funkcja p-catkowalna, prosta, ale niekoniecznie nieujemna (1), czyli

f=) alp(x), aeR X=|])B
k=0 k

Wykazac, ze wowczas nadal prawdziwy jest wzor
/ fdp = Zak,u(Bk).
X k=0

2. Sprawdzi¢, czy nastepujace wlasnosci zachodzg dla wszystkich funkeji catkowalnych, a jesli nie,
to czy zachodza dla klasy funkcji nieujemnych :

(a) ACB= [, fdu< [, fdu.
b) f<g= [, fdu < [, gdp.
(c) w(A)=0= [, fdu=0.
(d) [, fdu=0= pu(A)=0.

3. Sprawdzi¢, czy:

(a

)
(b) iloczyn funkcji p-catkowalnych jest p-catkowalny.
)

(c

(d) kazda funkcja mierzalna wzgledem miary skoriczonej jest u-catkowalna.

suma funkcji p-catkowalnych jest p-catkowalna.

funkcja stata jest u-catkowalna.

4. Wykaza¢, ze jesli f : X — R jest p-calkowalna (calkowalna na X wzgledem miary u), to
przyjmuje wartos¢ —oo na zbiorze miary zero.

5. Pokazaé, ze jesli f: X — R jest u-catkowalna, to |f| tez jest p-catkowalna oraz

[ saul < [ 171

6. Niech f(z) = >_ 3”1(n7n+4%]x. Znalez¢ ciag funkcji prostych (f,,), aproksymujacych f w sposob
n=0

rosnacy, a nastepnie obliczy¢ z definicji catke fR fdA.

7. Bez przyblizania funkcjami prostymi, obliczy¢ catki Lebesgue’a fA fdA, jesli:



(a) A={-3,-2,-1,0,1,2,3}, f(z) = e}
(b) A=101], f(x) =2® =2z +1;
(© A=R. f(z) = (1+2?)73, jesliz € Q,
’ (1+2%)72, jesliz e R\ Q;
(d) A =10,1], C jest zbiorem Cantora,

x jesli z € (0,3)\ C,
flx)=¢1—2a? jeslize (5,1)\C,
er jesli z € C.

8. Obliczy¢ calke [, 2°dd;.

n, gdy |[Al=n

9. Niech X =N, A=P(N), v(4) = :
0o, gdy |A[ =00

(a) Obliczy¢ catke [ 2°dv. Wskazowka: oszacowaé funkeje f(z) = 2* od dotu przez funkcje
prosta, ktorej catke tatwo policzy¢.

(b) Dla ustalonego ciagu p = (px)ren liczb nieujemnych definiujemy funkcje f,(xx) = pr, > 0.
Znalez¢ ciag funkcji prostych (f,), aproksymujacych f w sposéb rosnacy, a nastepnie
obliczy¢ [ f,dv. Kiedy f, jest v-catkowalna?

N



