Lista 12: Miara Lebesgue’a i calki z funkcji prostych-nieujemnych
WRAIT 1, semestr zimowy 2017/2018

We wszystkich zadaniach )\, oznacza n-wymiarowa miare Lebesgue’a, a L(R™) — o-ciato zbiorow
mierzalnych wzgledem \,. W zadaniach mozna korzystaé¢ z faktow: (a) n-wymiarowa miara Lebes-
gue’a jest uogolnieniem dlugosci (n = 1), pola powierzchni (n = 2) i objetosci (n = 3); (b) jesli
Ae LR™), Be LR™),to Ax B e LIR"™™)i X 1m(Ax B)=M\(A) - \p(B).

1.

Uzasadni¢ mierzalnos¢ ponizszych zbioréw i obliczy¢ ich jednowymiarowa miare Lebesgue’a:

Uzasadni¢ mierzalnos¢ ponizszych zbioréw i obliczy¢ ich dwuwymiarowa miare Lebesgue’a:

(a) A={(24,12)}, (b) B={(z,3z+1)z€R} (c)C=QxQ, (d) D=(R\Q) xQ,
() E={(z,y) eR*: 2?2 +y* < 1}, (f) F ={(z,y) e R?: 2? < z}.

Poda¢ przyklad lub uzasadnié, ze nie istnieje:

(a) zbior A C R, ktory jest nieprzeliczalny i A(A) = 0;

(b) taki zbior borelowski A C R, ze A(A) =2, A(Int(A)) =1, A(Cl(A)) = 2;

(c) zbior otwarty V' zawierajacy A = [0,1] U {3} i taki, ze A(V \ A) < &,

(d) zbior domkniety F taki, ze F C A=Q i A\(F) > A(A) — ¢ dla kazdego £ > 0.
Czy dla kazdego A € L(R) zachodzi A(A) = A(Int(A))? A A(A) = A(CI(A))?

Niech A bedzie zbiorem tych liczb z przedziatu [0, 1], ktorych rozwiniecie dziesietne nie zawiera
cyfry 7, czyli

[ee] a,
A:{Zﬁ,ane {0,1,...,6,8,9}}.
n=1

Wykazac, ze A jest mierzalny wzgledem miary Lebesgue’a i obliczy¢ A(A).

Wykazac, ze jesli f, g : R — R sa ciagle, to F = {x € R: f(z) < g(x)} jest mierzalny wzgledem
miary Lebesgue’a.

Uzasadni¢, ze zbior B = {x € R : :clﬁ + ﬁ < %} jest mierzalny wzgledem miary Lebesgue’a i
obliczy¢ \(B).

Wykazac, ze dla A, B € Li f:R — [0,+00) funkeji prostej-nieujemnej mamy:
(a) [, 1pd\ = [, 1adA

(b) MA)=0= [, fdA=0

(¢) AC B = [, fdA < [, fd



9. Poda¢ przyktad lub uzasadnié, ze nie istnieje:

(a) funkcja charakterystyczna, ktore nie jest mierzalna wzgledem miary Lebesgue’a;
(b) funkcja prosta, ktora nie jest ograniczona;
(c) funkcja prosta, ktora nie jest ciagta.

10. Funkcje

przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej indykatoréw roztacznych zbioré6w wypetniajacych
caly przestrzen R. Uzasadni¢ jej mierzalnosé¢ i nieujemnosé. Obliczy¢ catki

/ Fd, / Fd, / FdA.
[—1,1] (17,20) Q

11. Obliczy¢ calke z funkcji prostej-nieujemnej na zbiorze F wzgledem miary Lebesgue’a, gdy:

0, z€][0,7)
(a) E=10,10], f(z) =q=w, z€{7,10}
2, xe€(7,10)

1, ze[-2,0)
(b) E=]-2,00), f(z) =40, =0
e, x€(0,00)

7, 22+ <9
c) E=R? =<’ -
(c) /(@) {o, P42 >9
4 |z|+y| <1
(@) B=[-112, fla) =4+ TR
0 |z|+ 1y >1

12. Obliczy¢ calke z funkcji prostej-nieujemnej na zbiorze E wzgledem miary Lebesgue’a, gdy:
8
(a) E=[0,00), f(z) = > (K + 1) - Lporny (2);
k=0
(b) A=[=4,10], f(z) = S, Zole] - 11y (@);
(c) E=[0,In4], f(x) = [e"];

(d) E=1[0,00), f(z) = 3 M@ 1y e N,



