
Lista 12: Miara Lebesgue'a i caªki z funkcji prostych-nieujemnych
WRAiT 1, semestr zimowy 2017/2018

We wszystkich zadaniach λn oznacza n-wymiarow¡ miar¦ Lebesgue'a, a L(Rn) � σ-ciaªo zbiorów
mierzalnych wzgl¦dem λn. W zadaniach mo»na korzysta¢ z faktów: (a) n-wymiarowa miara Lebes-
gue'a jest uogólnieniem dªugo±ci (n = 1), pola powierzchni (n = 2) i obj¦to±ci (n = 3); (b) je±li
A ∈ L(Rn), B ∈ L(Rm), to A×B ∈ L(Rn+m) i λn+m(A×B) = λn(A) · λm(B).

1. Uzasadni¢ mierzalno±¢ poni»szych zbiorów i obliczy¢ ich jednowymiarow¡ miar¦ Lebesgue'a:

(a) A = {2, 4, 5, 19, 41}, (b) B = (0, 2017) (c) C = (−∞, 30], (d) D = (R \Q) ∩ [−1, 1].

2. Uzasadni¢ mierzalno±¢ poni»szych zbiorów i obliczy¢ ich dwuwymiarow¡ miar¦ Lebesgue'a:

(a) A = {(24, 12)}, (b) B = {(x, 3x + 1);x ∈ R} (c) C = Q × Q, (d) D = (R \ Q) × Q,
(e) E = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}, (f) F = {(x, y) ∈ R2 : x2 < x}.

3. Poda¢ przykªad lub uzasadni¢, »e nie istnieje:

(a) zbiór A ⊂ R, który jest nieprzeliczalny i λ(A) = 0;

(b) taki zbiór borelowski A ⊂ R, »e λ(A) = 2, λ(Int(A)) = 1, λ(Cl(A)) = 2;

(c) zbiór otwarty V zawieraj¡cy A = [0, 1] ∪ {3} i taki, »e λ(V \ A) < ε,

(d) zbiór domkni¦ty F taki, »e F ⊂ A = Q i λ(F ) > λ(A)− ε dla ka»dego ε > 0.

4. Czy dla ka»dego A ∈ L(R) zachodzi λ(A) = λ(Int(A))? A λ(A) = λ(Cl(A))?

5. Niech A b¦dzie zbiorem tych liczb z przedziaªu [0, 1], których rozwini¦cie dziesi¦tne nie zawiera
cyfry 7, czyli

A = {
∞∑
n=1

an
10n

, an ∈ {0, 1, . . . , 6, 8, 9}}.

Wykaza¢, »e A jest mierzalny wzgl¦dem miary Lebesgue'a i obliczy¢ λ(A).

6. Wykaza¢, »e je±li f, g : R→ R s¡ ci¡gªe, to F = {x ∈ R : f(x) ≤ g(x)} jest mierzalny wzgl¦dem
miary Lebesgue'a.

7. Uzasadni¢, »e zbiór B = {x ∈ R : 1
x+1

+ 2
x−2 <

3
x
} jest mierzalny wzgl¦dem miary Lebesgue'a i

obliczy¢ λ(B).

8. Wykaza¢, »e dla A,B ∈ L i f : R→ [0,+∞) funkcji prostej-nieujemnej mamy:

(a)
∫
A
1Bdλ =

∫
B
1Adλ

(b) λ(A) = 0 ⇒
∫
A
fdλ = 0

(c) A ⊂ B ⇒
∫
A
fdλ ≤

∫
B
fdλ



9. Poda¢ przykªad lub uzasadni¢, »e nie istnieje:

(a) funkcja charakterystyczna, które nie jest mierzalna wzgl¦dem miary Lebesgue'a;

(b) funkcja prosta, która nie jest ograniczona;

(c) funkcja prosta, która nie jest ci¡gªa.

10. Funkcj¦
f(x) = π · 1Q(x)− 5 · 1{ 1

2
} + e · 1R\{√2}

przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej indykatorów rozª¡cznych zbiorów wypeªniaj¡cych
caª¡ przestrze« R. Uzasadni¢ jej mierzalno±¢ i nieujemno±¢. Obliczy¢ caªki∫

[−1,1]
fdλ,

∫
(17,20)

fdλ,

∫
Q
fdλ.

11. Obliczy¢ caªk¦ z funkcji prostej-nieujemnej na zbiorze E wzgl¦dem miary Lebesgue'a, gdy:

(a) E = [0, 10], f(x) =


0, x ∈ [0, 7)

π, x ∈ {7, 10}
2, x ∈ (7, 10)

(b) E = [−2,∞), f(x) =


1, x ∈ [−2, 0)
0, x = 0

e, x ∈ (0,∞)

(c) E = R2, f(x) =

{
7, x2 + y2 ≤ 9

0, x2 + y2 > 9

(d) E = [−1, 1]2, f(x) =

{
4 |x|+ |y| ≤ 1

0 |x|+ |y| > 1
.

12. Obliczy¢ caªk¦ z funkcji prostej-nieujemnej na zbiorze E wzgl¦dem miary Lebesgue'a, gdy:

(a) E = [0,∞), f(x) =
8∑

k=0

(k2 + 1) · 1[k,k+1)(x);

(b) A = [−4, 10], f(x) =
∑12

k=0[x] · 1(k−1,k)(x);
(c) E = [0, ln 4], f(x) = [ex];

(d) E = [0,∞), f(x) =
n∑

k=0

1[k,k+1)(x)

2k
, n ∈ N;

(e) E = [1, n2], f(x) = [
√
x]+1, n ∈ N;

(f) E = [0, 1], f(x) = [nx], n ∈ N.


